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и з ПРЕДИСЛОВИЯ к ДЕВЯТОМУ ИЗДАНИЮ 

Девятое издание является значительной переработкой 
предыдущего восьмого издания. В нем существенно перестро-
ены и дополнены главы первая и вторая. Кроме того, из чис-
ла вопросов к главе шестой убраны некоторые, касающиеся 
характеров, взамен этого под названием «Характеры» до-
бавлена новая, седьмая глава с вопросами и численные при-
меры к ней. 

И. М. Виноградов 



Глава I 

ТЕОРИЯ ДЕЛИМОСТИ 

§ 1. Основные понятия и теоремы 

a. Теория чисел занимается изучением свойств целых 
чисел. Целыми мы будем называть не только числа на-
турального ряда 1, 2, 3, . . . (положительные целые), но 
также нуль и отрицательные целые —1, —2, —3, . . . 
Так что, расположив целые числа в возрастающем по-
рядке, получим ряд, в котором разность между большим 
и меньшим соседними членами везде будет равна единице. 

Как правило, при изложении теоретического мате-
риала мы будем обозначать буквами только целые числа. 
Случаи, когда буквы могут обозначать и не целые числа, 
если последнее не будет ясно само по себе, мы будем 
особо оговаривать. 

Сумма о + Ь , разность а—Ь и произведение аЬ двух 
целых а н b являются также целыми. Но частное - j от 
деления а на b (если Ь не равно нулю) может быть как 
целым, так и не целым. 

b. В случае, когда частное у от деления а на Ь — 
целое, обозначая его буквою q, имеем а = bq, т. е. а пред-
ставляется произведением Ь на целое. Мы говорим тогда, 
что а делится на b или, что b делит а. При этом а 
называем кратным числа Ь, а b — делителем числа а. 
То обстоятельство, что b является делителем числа а, 
записывается так: Ь\а. 

Примеры. Имеем 

21 = 7.3, 0 = 9-0, —85= 17 (—5). 

Поэтому можем сказать 21 делится на 7, О делится 
на 9, —85 делится на IJ, или: 7 делит 21, 9 делит О, 
17 делит —85. 
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Имеют место две следующие теоремы: 
1. Если а кратно т, т кратно Ь, то а кратно b 
Действительно, m a = m a i , m^bm^, следует а = baim,. 

Таким образом, с представляется произведением b на 
целое число и тем самым делится на Ь. 

2. Если в равенстве вида k + l-\- = p + 
относит£Льно всех членов, кроме какого-либо одного, из-
вестно, что они кратны Ь, т о и этот один член кратен Ь. 

Действительно, пусть таким одним членом будет k. 
Имеем 

l = bli, .... п = Ьщ, p^bpi, q=-bqi s=bsi, 

= р + . - - + s — / — . . . —n = 

= + - +81—^1—••• - n i ) . 

Таким образом, k представляется произведением b на 
целое число + + • • • — 1%—• • • — и тем самым 
делится на Ь. 

с. В заключение мы докажем еще одну теорему, ко-
торая нам будет весьма нужна в дальнейшем (теорема 
о делении с остатком). 

Всякое целое а представляется единственным способом 
с помощью положительного целого b равенством вида 

a = bq+r, 0 < г < Ь . 

Действительно, одно представление числа а равенством 
такого вида получим, взяв bq равным наибольшему крат-
ному числа Ь, не превосходящему а. Допустив же су-
ществование представления числа а еще одним равенством 
того же вида: + г̂ ; О ̂  г̂  < и вычитая почленно 
это последнее равенство из предыдущего, получим 

0 = 6(9-<7,) + г - г , . (1) 

Отсюда убедимся (2, Ь), что разность r—t i кратна Ь. 
С другой стороны, легко видеть, что та же разность, 
как разность двух неотрицательных чисел, меньших Ь, 
сама будет численно меньше Ь, числом же, кратным b и 
численно меньшим Ь, является лишь число 0. Поэтому 
r—ri = 0, а отсюда и из равенства (1) будет следовать, 
что и q—9i = 0. Таким образом, второе представление 
числа а тождественно первому. 
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Число q называется неполным частным, а число г — 
остатком от деления а на Ь. Очевидно, что при г = 0 
понятия «неполное частное» и «частное» совпадают. 

Примеры. Пусть 6=14. Имеем 
177=14-12 + 9, 0 < 9 < 1 4 , 

—64= 14-(—5)4-6, 0 < 6 < 1 4 , 
154=14-11+0, 0 = 0 < 1 4 . 

§ 2. Общий наибольший делитель 

a. В дальнейшем мы будем рассматривать лишь поло-
жительные делители чисел. Всякое целое, делящее одно-
временно целые а, Ь, . . . , / , называется их общим дели-
телем. Наибольший из общих делителей называется 
общим наибольшим делителем- и обозначается символом 
(о, Ь, I). Если (а, 6, . . . , / ) = 1, то а, Ь, I 
называются взаимно простыми. Если каждое из чисел 
а, Ь, I взаимно просто с каждым другим из них, 
го а, Ь, I называются попарно простыми. Очевкддо, 
числа попарно простые всегда и взаимно простые. В случае 
же двух чисел понятия «попарно простые» и «взаимно 
простые» совпадают. 

Примеры. Числа 6. 10, 15, ввиду (6, 10, 15) = 1,— 
взаимно простые. Числа 8, 13, 21, ввиду (8, 13) = (8, 21) = 
= (13, 21)= 1,— попарно простые. 

b. Далее займемся общими делителями двух чисел. 
1. Если а кратно Ъ, то совокупность общих делите-

лей чисел а и Ь совпадает с совокупностью делителей 
одного Ь; в частности (а, Ь) = Ь. 

Действительно, всякий общий делитель чисел а н Ь 
является делителем и одного Ъ. Обратно, раз а кратно Ь, 
то (1, Ь, § 1) всякий делитель числа b является также 
делителем числа а, т. е. является общим делителем чи-
сел Ь и а. Таким образом, совокупность общих делите-
лей чисел а и b совпадает с совокупностью делителей 
одного Ь. А так как наибольший делитель числа Ь есть 
само Ь, то (а, Ь) = Ь. 

2. Если 
a=bq+c, 

то совокупность общих делителей чисел аиЬ совпадает с со-
вокупностью общих делителей чисел Ь и с; в частности 
{а, с). 
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Действительно, написанное равенство показывает, что 
всякий общий делитель чисел а и b делит также и с 
(2, Ь, § 1) и, следовательно, является общим делителем 
чисел b и с. Обратно, то же равенство показывает, что 
всякий общий делитель чисел b к с делит а и, следова-
тельно, является общим делителем чисел а и Ь. Таким 
образом, общие делители чисел а и b суть те же, что и 
общие делители чисел b и с; в частности, должны совпа-
дать и наибольшие из этих делителей, т. е. (а, b) = (b, с). 

с. Для разыскания общего наибольшего делителя, 
а также для вывода его важнейших свойств применяется 
алгоритм Евклида. Он состоит в нижеследующем. Пусть 
а и Ь —положительные целые к а ̂ Ь. Согласно с, § I 
находим ряд равенств 

а=Ьд1 + г^, 0<г^<Ь, 

+ 0 < Г з < Г 2 , 
+ 0 < Г 4 < Г з , 

(1) 

заканчивающийся, когда получается некоторое г„+, = 0. 
Последнее неизбежно, так как ряд Ь, г ,̂ г̂ , • как 
ряд убывающих целых не может содержать более чем b 
положительных. 

d. Рассматривая равенства (1), идя сверху вниз, убеж-
даемся (Ь), что общие делители чисел а v. b одинаковы 
с общими делителями чисел b и г ,̂ далее одинаковы 
с общими делителями чисел г, и Гд, чисел Гд и г ,̂ . . . , чи-
сел н г„, наконец (а), с делителями одного числа /•„, 
являющегося последним не равным нулю остатком алго-
ритма Евклида. Одновременно с этим имеем 

(а, Ь) - ф, г,) = ( г „ гз) = . . . = (г „_„ г„) = г„. 

Мы приходим к следующим результатам. 
1. Совокупность общих делителей чисел а и b совпа-

дает с совокупностью делителей их общего наибольшего 
делителя 

2. Этот общий наибольший делитель равен последнему 
не равному нулю остатку алгоритма Евклида. 
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П р и м е р . Применим алгоритм Евклида к отыска-
нию (525, 231). Находим (вспомогательные вычисления 
приведены слева) 

525 = 231-2 + 63, 
231=. 63-3 + 42, 
63= 42-1+21, 
42= 21-2. 

525 231 
462 2 

231 63 
189 3 

63 42 
42 1 

42 21 
42 2 
» » 

Здесь последний положительный остаток есть г^ = 21. 
Значит, (525, 231) = 21. 

e. 1. Обозначая буквою т любое положительное целое, 
имеем (am, Ьт) = {а, Ь) т. 

2. Обозначая буквою б любой общий делитель чисел 

а и Ь, имеем ( - f . > ® частности, имеем 

(то^ ' (a^fc) ) ^ о/п деления двух чисел 

на их обищй наибольший делитель суть числа взаимно 
простые. 

Действительно, умножив соотношения (1) почленно 
на т , получим новые соотношения, где вместо а, Ь, 
fjs, . . . . г„ будут стоять am, Ьт, г^т, г „т. Поэтому 
(am, bm) = r„m н, таким образом, верно утверждение 1. 

Применяя утверждение 1, находим 

Отсюда следует утверждение 2. 
f. 1. Если {а, Ь)=1, то {ас, Ь) = {с, Ь). 
Действительно, (ас, Ь) делит ас и Ьс, значит, ( I , d) 

оно делит и (ас, Ьс) ввиду 1, е равное с. Но (ос; Ь) де-
лит и Ъ, поэтому оно делит и (с, Ъ). Обратно, (с, Ь) делит 
ас и Ъ, поэтому оно делит и (ас, Ь). Таким образом, 
(ас, Ъ) и (с, Ь) взаимно делят друг друга и, следовательно, 
равны между собою. 
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2. Если {а, Ь) = 1 и ас делится тЬ,тос делится на Ь. 
Действительно (1, Ь), при ас, делящемся на Ь, имеем 

{ас, Ь) — Ь и из 1 получаем Ь). А этим (1, Ь) и 
доказывается делимость с на Ъ. 

3. Если каждое а^, а^, ..., а^ взаимно просто с каж-
дым bi, b b„, то и произведение а^а^.. .а„ взаимно 
просто с произведением 

Действительно, согласно 1 находим 

( аде , . . а„, = = 
= (сз.. .а„, . . . = {а„, 1, 

и далее, полагая ради краткости оф^.. .а„== А, точно 
таким же путем выводим 

= (Ь з . . . Ь „ . Л ) = . . . = (6„, Л ) = 1. 

§ 3. Общее наименьшее кратное 

a. Всякое целое, кратное всех данных чисел, назы-
вается их обидим кратным. Наименьшее положительное 
общее кратное называется общим наименьшим кратным. 
Здесь мы будем рассматривать только общие кратные 
двух положительных чисел. 

b. Пусть (а, b) = d, a=da^, b = dbi и, следовательно 
(2, е, §^2), (а ,̂ fcj^l. Пусть М—какое-либо общее 
кратное чисел а и Ь. Так как М кратно а, то M=ak, 
где k—целое. Но М кратно и Ь. Поэтому 

М ak flife 

должно быть целым и, следовательно (2, f, § 2), k должно 
делиться на Ь,. Поэтому k = b^t, где / —целое, причем 
для М получается формула 

м^^и (I) 

Обратно, очевидно, что М, представляемое формулой ( i ) 
при любом целом t, будет общим кратным а и Ь, и, таким 
образом, формула (1) дает общий вид всех общих крат-
ных чисел а н Ь. 
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Наименьшее положительное из этих общих кратных, 
т. е. общее наименьшее кратное, получаем при /==1. 
Оно будет 

т ^ ^ . (2) 

Теперь формулу (1) можно переписать так1 

M = mt. (3) 

Формулы (3) и (2) приводят к теоремам. 
1. Совокупность общих кратных двух чисел совпадает 

с совокупностью кратных их общего наименьшего кратного. 
2. Это общее наименьшее кратное двух чисел равно их 

произведению, деленному на их обищй наибольший делитель. 

§ 4. Простые числа . 

a. Число 1 имеет только один положительный дели-
тель, именно 1. В этом отношении число I в ряде на-
туральных чисел стоит совершенно особо. 

Всякое целое, большее 1, имеет не менее двух дели-
телей, именно 1 и самого себя; если этими делителями 
исчерпываются все положительные делители целого числа, 
то оно называется простым. Целое, большее 1, имеющее 
кроме I и самого себя другие положительные делители, 
называется составным. 

b. Наименьший отличный от единицы делитель це-
лого, большего единицы, есть число простое. 

Действительно, пусть q—наименьший отличный от 1 
делитель целого а, большего 1. Если бы q было бы со-
ставным, то оно имело бы некоторый делитель q̂  с усло-
вием 1 < < 9, причем число а, делясь на q, должно 
(1, Ь, § 1) делиться на q .̂ А это противоречило бы на-
шему предположению относительно числа q. 

c. Наименьший отличный от единицы делитель состав-
ного числа а {согласно b он будет простым) не превос-
ходит Va . 

Действительно, пусть q—этот делитель, тогда а 
Oi'^q, откуда, перемножая и сокращая на Cj, получим 

d. Простых чисел бесконечно много. 
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Справедливость этой теоремы следует из того, что 
каковы бы ни были различные простые pi, р ,̂ . . . . Р/,, 
можно получить новое простое, среди них не находя-
щееся. Таковым будет простой делитель суммы р^р^... 
.../7ft f l , который деля всю сумму, не может совпадать 
ни с одним из простых pi, Ра, • . . , р^ (2, Ь, § I). 

е. Для составления таблицы простых чисел, не пре-
восходящих данного целого N, существует простой спо-
соб, называемый решетом Эратосфена. Он состоит в сле-
дующем. 

Выписываем числа 

1. 2 N. (1) 

Первое большее 1 число этого ряда есть 2. Оно де-
лится только на 1 и на самого себя и, следовательно, 
оно простое. 

Вычеркиваем из ряда (1) (как составные) все числа, 
кратные 2, кроме самого 2. Первое следую1цее за 2 не-
вычеркнутое число есть 3. Оно не делится на 2 (иначе 
оно оказалось бы вычеркнутым). Следовательно, 3 де-
лится только на 1 и на самого себя, а потому оно также бу-
дет простым. 

Вычеркиваем из ряда (1) все числа, кратные 3, кроме 
самого 3. Первое следующее за 3 невычеркнутое число 
есть 5. Оно не делится ни на 2, ни на 3 (иначе оно 
оказалось бы вычеркнутым). Следовательно, 5 делится 
только на 1 и на самого себя, а потому оно также будет 
простым. 

И т. д. 
Когда указанным способом уже вычеркнуты все числа, 

кратные простых, меньших простого р, то все невычерк-
нутые, меньшие р ,̂ будут простые. Действительно, всякое 
составное о, меньшее />*, нами уже вычеркнуто, как 
кратное его наименьшего простого делителя, который 
^ V^fl < р. Отсюда следует: 

1. Приступая к вычеркиванию кратных простого р, 
это вычеркивание следует начинать с р*. 

2. Составление таблицы простых чисел, не превосхо-
дящих N, закончено, как толысо вычеркнуты все состав-
ные кратные простых, не превосходящих VN. 
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§ 5. Единственность разложения 
на простые сомножители 

a. Всякое целое а или взаимно просто с данным про-
стым р, или же делится на р. 

Действительно, (а, р), будучи делителем р, может 
быть равно или 1, или р. В первом случае а взаимно 
просто с р, во втором а делится на р. 

b. Если произведение нескольких сомножителей делится 
на данное простое р, то, по крайней мере, один из со-
множителей делится на р. 

Действительно (а), каждый сомножитель или взаимно 
прост с р, или же делится на р. Если бы все сомножи-
тели были взаимно просты с р, то и их произведение 
(3, f, § 2) было бы взаимно просто с р. Поэтому хоть 
один сомножитель делится на р. 

c. Всякое целое, большее единицы, разлагается на про-
изведение простых сомножителей и притом единственным 
способом {если отвлечы:я от порядка следования сомножи-
телей). 

Действител|>но, пусть а—целое, большее 1; обозначая 
буквою Pi его наименьший простой делитель, имеем 
a = Если 1, то, обозначая буквою р̂  его наи-
меньший простой делитель, имеем ai = p^2- Если а2> 1, 
то подобно этому находим а̂  = р^з и т.д., пока не при-
дем к какому-либо а„, равному 1. Тогда получим = р„. 
Перемножив все найденные равенства и произведя сокра-
щение, получим следующее разложение а на простые 
сомножители: 

Допустим, что для того же самого а существует и 
второе разложение на простые сомножители a—q^q^a. ..q^. 
Тогда найдем 

PiPzPa •••Рп = ЯгЯ^Яя -Я S-

Правая часть этого равенства делится на qi. Следова-
тельно (Ь), по крайней мере один из сомножителей ле-
вой части должен делиться на q .̂ Пусть, например, р̂  
делится на q̂  (порядок следования сомножителей в на-
шем распоряжении); тогда найдем Pi = qi (Pi кроме 1 
делится только на pi). Сократив обе части равенства на 
Рх^'Ях! получим PsPa* • •Рп = ЯъЯз-• 'Яг- Повторив прежние 
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рассуждения применительно к этому равенству, получим 
Рз- • •Рп = Чз- • -Яз и т.д., пока, наконец, в одной части 
равенства, например, в левой не сократятся все сомно-
жители. Но одновременно должны сократиться и все 
сомножители правой части, так как равенство 1 =9„+i- • 
при q„+x, •••, 9sy превосходящих 1, невозможно. Таким 
образом, второе разложение на простые сомножители 
тождественно первому. 

d. В разложении числа а на простые сомножители 
некоторые из них могут повторяться. Обозначая буквами 
Pi, Pi Pft различные из них и буквами а^, а^, 
кратности их вхождения в а, получим так называемое 
каноническое разложение числа а на сомножители 

Пример . Каноническое разложение числа 588000 
будет: 588000 = 2в-3-5''-7^ 

e. В заключение мы докажем несколько теорем, ка-
сающихся делителей числа, а также общего наибольшего 
делителя и общего наименьшего кратного нескольких 
чисел. 

1. Пусть а = рТ'р"' -. - р"''—каноническое разложение чи-
сла а. Тогда все делители числа суть все числа вида 

(1) 
0 < P i < a „ 0 < р , < а , 

Действительно, пусть d делит а. Тогда (Ь, § I) а —dq 
и, следовательно, все простые делители числа d входят 
в каноническое разложение числа а с показателями, не 
меньшими тех, с которыми они входят в каноническое 
разложение числа d. Поэтому d имеет вид (1). 

Обратно, всякое d вида (1) делит а. 
Пример . Все делители числа 720 = 2*-З*-5 получим, 

если в выражении заставим Pi, р., независимо 
друг от друга пробегать значения Pi = 0, 1, 3, 4; р^^ 
= 0, 1, 2; Ps = 0, 1. Поэтому указанные делители будут: 
1, 2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 9, 18, 36, 72, 144, 5, 10, 20, 
40, 80, 15, 30, 60, 120, 240, 45. 90, 180, 360, 720. 

2. Общий наибольший делитель нескольких чисел яв-
ляется произведением степеней вида р", где р — обищй 
простой делитель всех этих чисел, а а—наименьший из 
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показателей, с которыми р входит в их канонические 
разложения. 

3. Совокупность общих делителей нескольких чисел 
совпадает с совокупностью делителей их общего наиболь-
шего делителя. 

Действительно, пусть d—общий делитель чисел 
Тогда имеют место равенства вида a = daj, l — dli, 
которые показывают, что: а) всякий простой делитель р 
числа d должен быть делителем и каждого из чисел 
а, I, а также что: Ь) этот делитель р должен вхо-
дить в каноническое разложение числа d с показателем, 
не превосходящим наименьшего из тех, с которыми он 
входит в канонические разложения чисел а, I; об-
ратно, каждое d, подчиненное условиям а) и Ь), очевидно, 
является общим делителем чисел а, ..., I. 

Общим наибольшим делителем, т. е. наибольшим из 
общих делителей (а, § 2) является тот из последних, 
в каноническом разложении которого показатели степе-
ней простых чисел точно равны наименьшим из тех, 
с какими эти простые числа входят в канонические раз-

. ложения чисел а, I. 
А всякий общий делитель, как имеющий в своем ка-

^ ионическом разложении все показатели не превойходя-
у щими соответствующих показателей в каноническом раз-
v"^ ложении общего наибольшего делителя, будет делителем 
, последнего. 

Пример . Общий наибольший делитель чисел 
6 791400 = 2''-3''.5''-7'.11, 178500 = 2».З-б»-?. 17, 27 720= 
=2''.3«-5-7.11 равен 2«-3.5-7 = 420. 

4. Общее наименьшее кратное нескольких чисел является 
произведением степеней вида где р —простой делитель 
по меньшей мере одного из этих чисел, а а—наибольший 
из показателей, с которыми р входит в их канонические 
разложения. 

5. Обш/ге наименьшее кратное нескольких попарно про-
стых чисел равно их произведению. 

6. Совокупность общих кратных нескольких чисел сов-
падает с совокупностью кратных их оби^го наименьшего 
кратного. 

Действительно, пусть М.—общее кратное чисел о, . . . , Z. 
Тогда имеют место равенства вида M — ad', М = II', 
которые показывают, что: а) всякий простой делитель р 

3 
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каждого из чисел а, . . I должен быть делителем и чи-' 
ела М, а также что: Ь) этот делитель р должен входить 
в каноническое разложение числа- М с показателем, не 
меньшим наибольшего из тех, с которыми он входит 
в канонические разложения чисел а, . . . , / ; обратно, 
каждое М, подчиненное условиям а) и Ь), очевидно, яв-
ляется общим кратным чисел а, . . I . 

Общим наименьшим кратным, т,. е. наименьшим из 
общих кратных (а, § 3), является то из последних, 
в каноническом разложении которого показатели степе-
ней простых чисел точно равны наибольшим из тех, 
с какими эти простые числа входят в канонические раз-
ложения чисел а, ...,/. 

В случае, когда а, . . . , I—попарно простые и, сле-
довательно, каждый множитель вида р"- канонического 
разложения общего наименьшего кратного входит в ка-
ноническое разложение одного и только одного из чисел 
а, . . . . I, общее наименьшее кратное последних, очевидно, 
равно их произведению. 

Всякое общее кратное, как имеющее в своем канони-
ческом разложении все показатели не меньшими соответ-
ствующих показателей в каноническом разложении общего 
наименьшего кратного, будет кратным последнего. 

Пример . Общее наименьшее кратное чисел 1800 = 
= 2®•3®•5^ 3780 = 2®.3®-5-7, 8910 = 2.3*.5-И равно 
г^-З^-б"-?-11 = 1247400. 

§ 6. Непрерывные дроби 
и их связь с алгоритмом Евклида 

а. Пусть а —любое вещественное число. Обозначим 
буквою наибольшее целое число, не превосходящее». 
При нецелом а имеем = 'у Точно так 
же при нецелых а^, . . . , имеем 

= а з > 1 . 

ввиду чего получаем следующее разложение а в непре-
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рывную дробь: 

а = «ZiH Ц 
92- 9з+- • • 

(1) 
1 
, I 

Ь. Если а—иррациональное, то и всякое сс̂  — ирра-
циональное (при рациональном а , ввиду (1) рациональ-
ным оказалось бы и а) и указанный процесс может быть 
неограниченно продолжен. 

Если же а — рациональное и, следовательно, может 
быть представлено рациональной несократимой дробью 

= с положительным знаменателем, то указанный 
процесс будет конечен и может быть выполнен с помощью 
алгоритма Евклида. Действительно, имеем: 

Гг 

'п 

' П 
« . 1 
-Г = 91 + i — 

Qi-

1 
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Числа qi, q̂  участвующие в разложении числа а 
в непрерывную дробь, называются неполными частными 
(в случае рационального а это будут, согласно Ь, неполные 
частные последовательных делений алгоритма Евклида), 
дроби же 

^i^qi. 62 = 91 + - ^ , бэ = <71 

9я 

называются подходящими дробями. 
с. Весьма простой закон вычисления подходящих дробей 

получим, заметив, что 6 , ( s > 1) получается из за-
меной в буквенном выражении для числа чи-
слом <7,-1 + -^ • Действительно, полагая ради единообра-

Ч S 

зия Qo = о, мы можем последовательно предста-
вить подходящие дроби в следующем виде (здесь равен-

А Р 

ство = пищем, желая обозначить А символом 
-символом Q ): 

а В 

я -41 _ Pi 

6 , = -
W 1 + I 

1 92-1+0 

('72+-^)QI+QO 

QiPi-l-Po Рг 
hQo Q2 

Q3Q2+Q1 Qn 

и т. д. и вообще при s > I 

« _qsPs-l + Ps-2 _.Ps 
' gsQs-i+Qs-2~ Qs' 

(2) 

Таким образом, числители и знаменатели подходящих 
дробей мы можем последовательно вычислять по фор-
мулам 

Эти вычисления удобно делать по следующей схеме ^два 
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последних столбца пишем лишь в случае, когда а — не-
сократимая дробь с положительным знаменателем: : 

4i <72 ... . . . Qn-1 Qn 

Ps 1 Qi P2 ... Ps-2 Ps-1 Ps ... Pn-l a 

Qs 0 I Q, . . . QS-2 Qs-1 Qs ... Qn-1 b 

Пример . Разложим в непрерывную дробь несократи-
мую дробь . Здесь имеем 

105 
76 

38 
29 

29 
27 

38 

I 

1 + 1 

3 + 
4 + -

Поэтому указанная выше схема дает: 

Qs 2 I 3 4 2 

Ps 1 2 3 11 47 105 

Qs 0 1 1 4 17 38 

d.l. При s > 0 имеем P ^ - i — ( — 

2. При s > 1 имеем 6 — 
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Действительно, приняв обозначение ĥ  — P^Qj-i — 
— QsPs-u мы при s = l получим /ii = <7i-0—Ы==—1, 
а при s > 1 с помощью равенств (3) найдем Л -̂х-
Отсюда получим = (—1)®. Пользуясь же этим равен-
ством при s > 1, легко найдем 

Л — Л Ps-i_ hs _ ( - 1 ) ^ 

e. Пусть I < s, a если a—рациональная несократимая 

дробь a— -J с положительным знаменателем, то пусть 

тшже s<n. Тогда а лежит между и причем 
ближе к нежели к 

Действительно, заменив в равенстве (2) число д̂  чис-
лом о,Н , получим 

as+iPs+Ps-г  
as+iQs+Qs-г' 

откуда убеждаемся, что первая из разностей, стоящих 
в скобках, и по знаку противоположна второй и чис-
ленно (ввиду меньше последней. А этим и до-
казываются наши утверждения. 

Вопросы к главе i 

1. Пусть а и b—целые, не равные одиовременио нулю, и d = 
= axo-{-bi/o—наименьшее положительное число вида ах-{-by (х и у — 
целые). Доказать, что d=(a, Ь). Отсюда вывести теорему 1, d, § 2 
и теоремы е, § 2. Обобщить эти выводы, рассматривая числа вида 
ах-\-Ьу+ ...+fu. 

2. Пусть р—простое число, а и Ь—натуральные числа, р де-
лит еЛ. Методом математической индукции (индукцию вести по р) 
доказать, что р делит либо а, либо Ь. Отсюда вывести Ь), с) § 5. 

3. а. Пусть (с, § 6) 1 < S, а если а = — несократимая дробь, 

то пусть также s < п {д„ = Ь). Доказать, что а может приближаться 

несократимой дробью — более точно, чем дробью лишь в случае 
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Ь. Пусть вещественное число а разложено в непрерывную дробь, 
N—целое положительное, k—число его десятичных знаков, п—наи-
большее целое с условием Q„^N. Доказать, что п<,Ък-\-\. Д ля 
доказательства выражения для Q^, Q3, Q^, . . . , Q „ следует сравнить 
с теми, которые они имели бы, если бы все gg были равны 1, и срав-
нить далее с числами I, . . . , где |—положительный 
корень уравнения 1̂  = ^ + 1. 

4. Пусть Ряд расположенных в порядке возрастания 
рациональных несократимых дробей с положительными знаменателями, 
не превосходящими т, называется рядом Фарея, отвечающим т. 

a. Доказать, что часть ряда Фарея, отвечающего т, содержащая 
дроби а с условием 0 < а < 1 , может быть получена следующим 

способом: пишем дроби — , -j- . Если 2 < т , то между этими дробями 

^ 0+1 1 O i l 
вставим еще дробь ^ ^ , затем в полученном ряде -р , -g-- "[" 

между каждыми двумя соседними дробями и с fti + d i ^ t 01 di 

вставим дробь и т. д. до тех пор, пока это возможно. 
Ol+Ol 

Предварительно доказать, что для любой пары соседних дробей ~ 

и ряда, получаемого указанным способом, имеем ad—bc= — I. 

b. Рассматривая ряд Фарея,доказать теорему: пусть т ^ 1, тогда 
всякое вещественное а можно представить в виде 

* (Я, = |в|<1. 

c. Теорему вопроса Ь доказать, пользуясь 2, d, § 6. 
5. а. Доказать бесконечность числа простых чисел вида 4/п+З. 
Ь. Доказать бесконечность числа простых чисел вида 6/п-|-5. 
6. Доказать бесконечность числа простых чисел, подсчитывая 

число чисел, не превосходящих N, в каноническое разложение кото-
рых ие входят простые числа, отличные от pi, р2, . • P k -

7. Пусть К—целое положительное. Доказать, что в ряде нату-
ральных чисел имеется бесчисленное множество последовательностей 
М, М + \, М-{-К—I, не содержащих простых чисел. 

8. Доказать, что среди чисел, представляемых многочленом 
aoX"+alX'^-^+ ... +а„, где п > О, а^, Cj о„—целые и Яо > О, 
имеется бесчисленное множество составных. 

9. а. Доказать, что неопределенному уравнению 

= х>0,у>0, z>0 , {X, у, г)=1 (1) 

удовлетворяют те и только те системы х, у, г, где одно из чисел х 
и у имеет вид 2ио, другое —вид u^—v^ наконец, г имеет вид u^ + v^, 
при этом и> V > О, {и, г ) = 1, W—четное. 

Ь. Пользуясь теоремой вопроса а, доказать неразрешимость в 
целых положительных х, у, г уравнения = 
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10. Доказать теорему: если уравнение . . . + с „ = = 0 , 
где п > О и fli, . . . , а„—целые, имеет рациональный корень, то этот 
корень—целое число. 

11. а. Пусть 1. Доказать, что fi-

ne целое. 

Ь. Пусть 5 + у + • • • + 2 1 i Доказать, что fi-

ne целое. 
12. Пусть п—целое, я > 0. Доказать, что все коэффициенты 

разложения бинома Ньютона ( a + f c ) » будут нечетными тогда и только 
тогда, когда п имеет вид 2*—1. 

Численные примеры к главе 1 

1,а. Применяя алгоритм Евклида, найти (6188, 4709). 
Ь. Найти (81 719, 52 003, 33 649, 30107). 

125 
2, а. Разложив в непрерывную дробь и составив таблицу 

подходящих дробей (с, § 6), найти: а ) 64, Р) представление а в виде, 
указанном в вопросе 4, Ь, считая т = 2 0 . 

5391 Ь. Разложив в непрерывную дробь а — „ „ - и составив таблицу 
о97Ь 

подходящих дробей, найти: а ) Sg, Р) представление а в виде, ука-
занном н вопросе 4, Ь, считая т=1000. 

3, Составить ряд дробей Фарея (вопрос 4) от О до 1, исключая 1, 
со знаменателями, не превосходящими 8. 

4, Составить таблицу простых чисел, меньших 100. 
5, а. Найти каноническое разложение числа 82 798 848. 
Ь. Найти каноническое разложение числа 81 057 226 635000. 



Глава II 

ВАЖНЕЙШИЕ ФУНКЦИИ В ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 

§ 1. Функции [лг] и {х} 

a. В первую очередь мы рассмотрим две следующие 
функции, определенные для всех вещественных значений х: 

1. Целую часть от х, обозначаемую символом [л], 
представляющую собою наибольшее целое число, не пре-
восходящее X. 

2. Дробную часть от х, обозначаемую символом ^х}, 
представляющую собою разность л;—[л] между х и целой 
частью от X. 

Примеры. 
[7] = 7. [2,3] = 2. [ -4 ,75 ] = - 5 , 
{7} = 0. {2,3} = 0,3, { -4 ,75 } = 0.25. 

b. Показатель, с которым данное простое р входит 
в произведение п1, равен 

я 

LP J + п 

LP'J 
+ Ip^J 

+... (1) 

Действительно, число сшножителей произведения п1, 
у , среди них число кратных р® кратных р, 

"я равно 

равно 

, среди последних число кратных р* равно 

, и т. д. Сумма (1) и даст искомый показатель, так 
как каждый сомножитель произведения п\, кратный 
но не нами сосчитан точно т раз, как кратный р, 
р", наконец, р". 

Пример . Показатель, с которым число 3 входит в 
произведение 3671, равен 

367 + 367 + Ш 
27 + 367 

81 + 367 
243 

= 122 + 4 0 + 1 3 + 4 + 1 = 180. 
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§ 2. Мультипликативные функции 

a. Функция 6 (о) называется мультипликативной, если 
она удовлетворяет двум следующим условиям: 

1. Эта функция определена для всех целых положи-
тельных а и не равна нулю по меньшей мере при одном 
таком а. 

2. Для любых положительных взаимно простых а^ и а^ 
имеем: 

в ( с л ) = е Ы в ( а , ) . 

Пример . Нетрудно видеть, что мультипликативной 
является функция а*, где s—любое вещественное или 
комплексное число. 

b. Для всякой мультипликативной функции в (а) имеем 
6(1) = 1. Действительно, пусть в(ао) не равно нулю. 
Находим 

е(ао) = в(а..1) = в(с„)в(1), 1=6(1) . 

c. Свойство 2, а мультипликативной функции в (а) 
распространяется и на случай А > 2 попарно простых 
чисел Ci, Са, Яз, . . . , Действительно, имеем: 

е ( а д а з . . . flft) = В ( f l j ) В {а^Оа... flft) = 

= в (Oi) В (fl,) В (Оз... Oft) = . . . = В (fli) В (а^ В (а,) . . . В (а^). 

В частности, находим 

. = . (1) 

d. Обратно, мы всегда построим некоторую мульти-
пликативную функцию 6 (а), если положив В (1) = 1 и на-
значив произвольно значения для В(р°), отвечающих поло-
жительным степеням простых чисел, в общем случае 
определим эту функцию равенством ( 1 ) . 

Действительно, если a^p^ i . . представлено в виде 
произведения aiCj двух взаимно простых чисел а̂  и а ,̂ 
то справедливо тождество 

В(а) = в(йОе(а^, 
левая часть которого является произведением чисел 
6 (/?««), отвечающих всем сомножителям вида * числа а, 
а правая часть является тем же произведением, но раз-
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битым на два взаимно простых произведения, одно из 
которых e(Oi) является произведением чисел отве-
дающих всем сомножителям вида числа а ,̂ другое же 
в(аг) является произведением чисел отвечающих 
всем сомножителям вида р"-̂  числа а .̂ 

Пример . Мультипликативную функцию можно по-
строить, взяв в (1 )=1 и в(р") = 2, если а > 0 . Тогда 
при Л > 0 будем иметь e ( / > i = 2*. В частности, 
иайдем: 

в(1) = 1, е(2)=2, е(3)=2. 
в(4) = 2, е(5) = 2. G(6)==4. 

е. Произведение 6 (о) = в̂  (а) в̂  (а) двух мультипликатив-
ных функций 6i (с) и 02 (а) также является мультиплика-
тивной функцией. 

Действительно, имеем в (1) = ( I ) (1) = 1. 
Кроме того, при {а^, а^ — 1 находим 

е ( а д ) = е , е , = е , ( а , ) е , (Сз) е , (а^) е , (с^) = 

=е^ ы е, (а,) е, (а,) в м = е е (а,). 

Доказанная теорема обобщается и на случай любого 
числа Л > 2 мультипликативных функций 

в,(о), в, (о). в,(а) еЛо). 

Действительно, пользуясь ею последовательно, убе-
димся в мультипликативности произведений: 

(а) 6, (а) 6, (а) = (в, (а) G, (а)) в, (а), 
в, (а) в, (а) 6, (а) в, (а) = (6̂  (а) 6, (а) в, (а)) 6. (а). 

е, (а) е, ( « ) . . . е^., (я) е, (а) = (е, (а) е. (а ) . . . (а)) в, (а). 

f. Пусть е(а)—мультипликативная функция иа = 

— Pi^.. .p'^k —каноническое разложение числа а. Тогда, обо-

значая символом 2 сумму, распространенную на все 
d\a 
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делители d числа а, будем иметь 

S e(d) = (1 + е (р,) +6 (pd + . . . +е(р?0). • • 
й\а 

. . . (1 + е (р,)+е (р|) + . . . + е (р^*) ) . 

(В случае а = 1 правая часть считается равной 1.) 
Чтобы доказать это тождество, раскроем скобки в его 

правой части. Тогда получим сумму всех (без пропусков 
и повторений) слагаемых вида 

e (p? ' ) e (pt ' ) . . -е ( р ^ * ) = е (р?'р^. • - р ^ ) ; 

А это (1, е, гл. I ) как раз и будет то, что стоит 
в левой части тождества. 

§ 3. Число делителей и сумма делителей 

a. 1. При Э(а) = 1 (пример а, § 2) тождество f, § 2 
примет вид г (а) = (tti + 1 ) . . . 1), где i (а)—число де-
лителей числа а. 

П р и м е р . т(720) = г(2*.3»-5) = (4 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 
= 30. 

2. t(а)—мультипликативная функция, для которой 
при а>0 имеем т ( р " ) = = а 4 - 1 . 

Это следует из найденной для т(а) формулы и тео-
ремы d, § 2. 

b. 1. При в(а) = а (пример а, § 2) тождество d, §2 
примет вид 

Р х - 1 P f e - 1 ' 

где S(а)—сумма делителей числа а. 

П р и м е р . S(720) = S ( 2 « - 3 ^ - 5 ) = = - 1 = 1 = 
= 2418. 

2. S(a)—мультипликативная функция, для которой 

при а > О имеем S (р") • 
Это следует из найденной для S (а) формулы и тео-

ремы d, § 2. 
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§ 4. Функция Мёбиуса 

a. Функция Мёбиуса—мультипликативная функция, 
определенная равенствами: ц (р) =—1 , ц (р°) = О, если а > 1, 

Из этого определения, в частности, следует, что: 
а) Если в каноническом разложении c = )Di'. . .р"»! 

числа а по меньшей мере один из показателейа^, •. 
превосходит 1 (если а делится на квадрат, отличный 
от 1), то имеем р,(а) = 0. 

Р) В противном случае, т. е. в случае, если канониче-
ское разложение числа а имеет вид a=pi...pu, имеем 

П р и м е р ы . 

f x ( l ) = l , = ii{9) = 0 . 
, x ( 2 ) = - I , и ( 6 ) = 1 . t t ( 1 0 ) = l . 

,x(3) = - l , и(7) = - 1 . = 
И(4) = 0, fi (8) = 0, ti(I2) = 0. 

b. I . Пусть Э {a) —мультипликативная функция и a = 

= p?'...p"*—каноническое разложение числа а. Тогда 
tlM€€M' 

Е (X (d ) е ( d ) = ( 1 - е ( р , ) ) . . . (1 - е ( р , ) ) 
а/Ь 

(в случае а— 1 правую часть считаем равной 1). 
Действительно, функция ел(а) = ц,(а)Э(а), как произ-

ведение мультипликативных функций р,(а) и 9(a), сама 
является мультипликативной функцией. Применяя к ней 
тождество f, § 2 и имея в виду, что в̂  (р) = — Э (р) и что 
ei (p« ) = 0, если а > 1, мы и убедимся в справедливости 
нашего утверждения. 

2. В частности, полагая е ( а ) = 1, из а) получим 

<г\в I 1. 

если а > 1, 

если а = 1. 

3. Полагая же в(о)=!-^, получим 

Л\а 
f('4)- ('-lb)-

1, если а = I. 
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С. Пусть целым положительным 6=6 i , . . . . 6„ отве-
чают любые вещественные, или комплексные f = fi, 
Тогда, обозначая символом S' сумму значений f, отвечаю-
щих значениям 6, равным 1, и символом S^ сумму значе-
ний f, отвечающих значениям 6, кратным d, будем иметь 

еде d пробегает целые положительные числа, делящие хо-
тя бы одно значение б. 

Действительно (2, Ь), имеем 

S' = h 2 2 
d\6, d\6„ 

Собирая же вместе члены с одними и теми же значениями d 
и вынося при этом ii(d) за скобки, в скобках получим 
сумму тех и только тех значений f, которые отвечают 
значениям 6, кратным d, т. е. как раз и получим сумму S^. 

§ 5. Функция Эйлера 

а. Функция Эйлера ф(а) определяется для всех целых 
положительных а и представляет собою число чисел ряда 

0. 1 0 - 1 . (1) 
взаимно простых с а. 

Примеры. 
Ф (1 )=1 . Ф(4) = 2, 
Ф (2 )=1 . ф(5) = 4. 
Ф(3) = 2. ф(6) = 2. 

Ь. 1. Пусть 
(2) 

—канонишкое разложение числа а. Тогда имеем 

или также 
Ф ( а ) = { p V - р Ч - - ^ ) - . . { p f ' - P t " - " ) • ( 4 ) 
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В частности, будем иметь 

Ф Ю = Р " Ф ( р ) = р - 1 . ( 5 ) 

Действительно, применим теорему с, § 4. При этом 
числа 6 и числа f определим так: пусть х пробегает 
числа ряда (1); каждому значению х приведем в соответ-
ствие число б = (л, а) и число / = 1. 

Тогда S' обратится в число значений 6 = (л, а), рав-
ных 1, т. е. в ф(а). А Sa обратится в число значений 
6 = ( * , а), кратных d. Но (*, а) может быть кратным d 
лишь при условии, что d—делитель числа а. При нали-
чии же этого условия S^ обратится в число значений х, 
кратных d, т. е. в . Поэтому 

а\в 

откуда (ввиду 3, Ь, § 4) следует формула (3), а из послед-
ней (ввиду 2)) следует формула (4). 

Примеры. 
q,(60) = 6 0 ( l - | ) ( l - l ) ( l — i - ) = 16. 

Ф (81) = 81—27 = 54, 
Ф(5) = 5 — 1=4 . 

2. ф(а)—мультипликативная функция, для которой 
при а > О имеем ф (р°) = /7®— 

Это следует из формулы (4) и теоремы d, § 2. 
с. Имеем 

2 ф (4 ) = а . 
d\a 

В справедливости этой формулы убедимся, применяя 
тождество f, § 2, которое при в(а) = ф(а) дает 

S Ф ( « ) = (1 + Ф ( P i ) + . . . + Ф ( р Т О ) . • • 
d\a 

Ввиду (5) правая часть окажется равной 
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ЧТО после приведения в каждой большой скобке подоб-
ных членов обратится в 

Пример . Полагая а = 12, находим 

Ф(1)+Ф(2) + Ф(3) + Ф(4)4Ф(6) + Ф(12) = 
= 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4=12. 

Вопросы к главе I I 

1, а. Пусть в интервале Q^x^R функция f (х) непрерывна и 
неотрицательна. Доказать, чго сумма 

у;, иш 

выражает число целых точек (точек с целыми координатами) плоской 
области: Q < * < / ? , О < j ( C / ( x ) . 

b. Пусть Р и Q—положительные нечетные взаимно простые. 
Доказать, что 

о о < * < 4 0<и<~ 
-рУ 

Р—I 
' 2 

Q - 1 

с. Пусть г > 0 и Т—число целых точек области 
Доказать, что 

Г = 1 + 4 И + 8 Y i 

о<*< 
V T J • 

vT 
d. Пусть n > О и Г—число целых точек области * > О, у > О, 

ху<п. Доказать, что 

Г=2 £ Г " ' 
0 < * < V 7 r 

e . Рассмотрим многоугольник, вершины которого—целые точки 
и контур которого сам себя не пересекает и не касается. Пусть 
S—площадь многоугольника и T ' = 2 S — 1 , где суммирование рас-
пространяется на все целые точки, лежащие внутри многоугольника 
и на его контуре, причем 6 = 1 для внутренних точек и 6 = 0 , 5 для 
точек контура. Доказать, что T=S, 

2. Пусть п > О, т—целое , m > I и * пробегает целые положи-
тельные числа, не делящиеся на щ-ю степень целого, превосходя-
щего 1. Доказать, что 
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3. Пусть положительные а и р таковы, что 
[ с « ] : л : = 1 . 2 . . . . ; [Р^/]. 2 

образуют, вместе взятые, все числа натурального ряда без повторе-
ний. Доказать, что это имеет место тогда и только тогда, когда а 
иррациональное, причем 

а + р 

4. а. Пусть < = [т] и Xi, х^, числа 1,2, . . . , t, 
расположенные в таком порядке, чтобы числа 

0. { «wi } , {алгг}, . . . . {олг,}, I 

шли не убывая. Доказать теорему вопроса 4, Ь, гл. I, рассматривая 
разности соседних чисел последнего ряда. 

Ь. Пусть Ti, Т2, . . . . X]f—вещественные числа, каждое из кото-
рых не меньше 1; tti, Ог, ••., а^—вещественные. Доказать, что суще-
ствуют целые l i , 2̂1 •lilt, не равные одновременно нулю, и целое г), 
удовлетворяющие условиям: 

I g l K - T l . | l 2 l <T2 , . . . . ||fe|<Tfc I2, . . . . Ifc, Т1) = 1, 

|a iS i +a2 i 2+ . . . + a f e| f e - t ) l < — ^ — - . 
^k 

5. Пусть a—вещественное, с—целое, c > 0. Доказать, что 

[[«11 ' а" 
с с 

в, а. Пусть а, Р, . . . , Я,—вещественные. Доказать, что 

[a+P-f + + + 
Ь. Пусть о, Ь, . . . . I—целые положительные, a + f c + . . . + / = « . 

Применяя Ь, § I , доказать, что 
л1 

а\Ь\ ... 1\ 
есть целое число. 

7. Пусть h—целое, h > О, р—простое и 

1 

Представляя h в виде A ^ p ^ t / ^ - f р ^ и ^ + р о , где 
«и—наибольшее « j , не превосходящее h, р,яМя,—на1Йольшее крат-
ное и^, не превосходящее ft, Pm-i'^m-i—наибольшее кратное 
не превосходящее , ft—Pm-i'^m-i—наибольшее кратное и„_2> 
не превосходящее h—Рт'^т— и т. д., доказать, что чис-
ла с с условием, что в каноническое разложение а1 число р входит 
с показателем h, существуют тогда и только тогда, когда все 
Рт< Рт-1'---> Pi' Ре меньше р, причем в этом случае указанные 
а суть все числа вида 

a = PmP""*'^+Pm-lP'"+ •••+P1P'^+P0P+P', 
где р' имеет значенияг О, 1, р—1. 
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8, а. Пусть в интервале Q < * < ; / ? функция f (х) имеет вторую 
непрерывную производную. Полагая 

X 

р М = Y ~ " W = J Р 
о 

доказать, что 
R 

2 / W = С / М dx+p {R) f {R)-p (Q) f (Q)-

Q<x<R J 

R 

~О (i?) г (/?) Ч о (Q) г (Q) + J о M r W dx. 
Q 

b. Пусть условие вопроса a выполняется при сколь угодно боль-
оо 

ших R, причем f"(x)\dx сходится. Доказать, что 

<5 R 

2 / М = С + f / (X) dxA-p {R) f (R)-a (R) / ' ( / ? )- Г о (x) ГШх, 
Q<x<R J J 

где С не зависит от R. 

c. Если В принимает лишь положительные значения и отношение 

остается ограниченным сверху, то пишем А=0 (В), или А-^В. 

Пусть я—целое, п > 1. Доказать, что 

In (nl) = n In n — n + 0 (In n). 

9, a. Пусть n S : 2 , в ( г , ZB)= 2 P пробегает про-
г . < Р < г 

стые числа Пусть, далее, в (z) = e (z, 0) и при х > 0. 

ф(х) = в ( х ) + в 

Доказать, что 

Р) ч1)(п)<2п. 

b. При п > 2 доказать, что 

р<п 

где р пробегает простые числа. 
c. Пусть е—произвольное положительное постоянное. Доказать, 

что в ряде натуральных чисел существует бесчисленное множество 
пар р„, р„+1 простых чисел с условием p „ + i < p „ ( l - f е). 
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d. Пусть я > 2. Доказать, что 

р</1 

где р пробегает простые числа и С не зависит от п. 
e. Пусть п > 2. Доказать, что 

п (к))-
где р пробегает простые числа и Со не зависит от п 

f . Доказать существование постоянного So > 2 с условием, что 
при любом целом s > So для s-ro простого числа р^ ряда 2, 3, 5, . . . 
имеет место неравенство 

р , < 1,5sIns. 

g. Доказать, что 

^ = 0 ( 1 п 1 п й ) . 
ф(с) 

10. а. Пусть 6(я)—функция мультипликативная. Доказать, что 
8i(fl) = 2 ® ( ' 0 — т а к ж е функция мультипликативная. 

d\a 
Ь. Пусть функция в (с) определена для всех целых положитель-

ных а и функция = Доказать, что 
d\a 

функция 8(a) также мультипликативная. 
11. Пусть при т > 0 Тот (с) обозначает число решений неопре-

деленного уравнения лг,Х2 . . . х „ = а {xi, Ха. независимо друг 
от друга пробегают целые положительные числа); в частности, оче-
видно, T i (a ) = l , т2 ( а ) =т ( с ) . Доказать, что 

a. Тж(а)—функция мультипликативная. 
b. Пусть р—простое, a S : 0 и m > 1. Тогда 

^ ( а + 1 ) ( « + 2 ) - • • ( g + w - l )  
> 1 . 2 . . . ( т - 1 ) • 

c. Если е—произвольное положительное постоянное, то 

Нп, а® 

2 выражает число решений неравенства ЛГ1Х2 
0 < о < п 

в целых положительных лг̂ , Хв 
12. Пусть R (s) обозначает вещественную часть числа s. 

При /? ( s )> 1 полагаем = Пусть m > О, т—целое. 

п=1 
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Доказать, что 

п = 1 

13, а. При R(s)> \ доказать, что 

где р пмбегает все простые числа. 
b. Доказать бесконечность числа простых чисел, исходя из того, 

что гармонический ряд—расходящийся. 
c. Доказ^ать бесконечность числа простых чисел, исходя из того, 

что 5 ( 2 ) = ^ — ч и с л о иррациональное. 

14. Пусть А ( с ) = 1пр для а — р', где р—простое и /—целое 
положительное; Л ( а ) = 0 для других целых положительных а. При 
/г (S) > 1 доказать, что 

Vis) ^ А ( я ) 
C(s) - п ' • 

n=t 

15. Пусть R{s)> 1. Доказать, что 

Р П=1 

где р пробегает простые числа. 
16, а. Пусть R ^ l . Применяя с, § 4, доказать, что 

1 = 
0 < d < n L 

b. Пусть М. (г , го) = 2 (* ) = Л< (* , 0). Доказать, что 
Zd<<I<Z 

а ) M ( n ) + A l ( - l ) + M ( i ) + . - . = l . n ^ l , 

c. Пусть /—целое, / > 1, Ti^n—число целых х с усло-
вием О < * < п, не делящихся на /-ю степень целого, превосходяще-
го 1. Применяя с, § 4, доказать, что 

а=\ 
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17, а . Пусть а—целое, с > О, и для целых х^, . . . , * „ о д н о -
значно определена функция f(x). Доказать, что 

d\a 

где S' обозначает сумму значений / {х), распространенную иа значе-
ния X, взаимно простые с а, и Sj—сумму значений f {х), распростра-
иенную на значения х, кратные d. 

b. Пусть Л > 1 и заданы системы 

Хи х'л, ...,Хк; лгь х1, ....х'м; ...; .... х^К 

каждая из которых состоит из целых чисел, не равных одновременис 
нулю. Пусть далее для этих систем однозначно определена функцвя 
f ( x i , *2, - . . , Xft). Доказать, что 

где S' обозначает сумму значений / ( * i , хз, . . . , лг^), распространен-
ную иа системы взаимно прость!х чисел, и о1бозначает сумму зна-
чений /(x j , *2, . . . . распространенную иа системы чисел, одно-
временно кратных d. При этом d пробегает целые положительные 
числа. 

c. Пусть а—целое, с > О, и для делителей б числа а однозначно 
определена функция F (6). Полагая 

С ( в ) = -^Fidi, 
d\0 

доказать, что (закон обращения числовых функций) 

d\a ^ ' 
d- Пусть целым положительным 

вх, вг в„ 
отвечают любые вещественные или комплексные, не равные нулю: 

/1. fi. •••, fn-
Доказать, что 

где Р' обозначает произведение значений /, отвечающих значениям б, 
равным 1, Р^ обозначает произведение значений /, отвечающих зна-
чениям б, кратным d, причем d пробегает все целые положительные 
числа, делящие хотя бы одао б. 

18. Пусть а—целое, а > 1, (п) = I " + 2 " » + . . . + п " , (в) -
сумма т-х степеней чисел ряда 1, 2 с, взаимно простых с а; 
PI, Р2> Рк—все простые делители числа а. 

а. Применяя теорему вопроса 17, а, доказать, что 

N)» (а) = 2 1 ( т ) • 
d\a ^ 
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b. Доказать, что 

> l ) i (a )=|- «p (a ) . 

c. Доказать, что 
(—1)® Л 

• j "Р 
19. Пусть г > 1, а—целое, а > О, Т^—число чисел х с условиями 

О < (дс, а ) = 1 , е—произвольное положительное постоянное, 
а. Доказать, что 

d\a 

b. Доказать, что 

с. Пусть Z > 1, я (г)—число простых чисел, не превосходящих е, 
а—произведение простых чисел, не превосходящих У~г . 

Доказать, что 

d\a L " J 

20. Пусть /г (s) > 1, а—целое, а > 0. Доказать, что 

где в левой части п пробегает целые положительные числа, взаимно 
простые с а, а в правой части р пробегает все простые делители 
числа а 

21, а. Вероятность Р того, что k целых положительных чисел 
*2, • • . будут взаимно простыми, определим как предел при 

N —»- 00 вероятности Р/^ того, что будут взаимно простыми k чисел 
Xi, *2. . . . . JCfc, каждому иэ которых независимо от остальных при-
своено одно из значений ! . 2, . . . , N. принимаемых за равиовозмож-
ные. Применяя теорему вопроса 17, Ь, доказать, что = (J^))""^. 

jf 

Ь. Определяя вероятность Р несократимости дробн — аналогично 

тому, как в вопросе а при k=2, доказать, что 

я " 

22, а. Пусть г > 2 и Т—число целых точек ( * , ф с взаимно 
простыми координатами, лежащих в области ж ' + у ^ ^ г ® . Доказать, 
что 

In г ) . 
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Ь. Пусть и Т —число целых точек (х, у, г) с взаимно про-
стыми координатами, лежащих в области Доказать, 
что 

3^3) 

23. а. Теорему 2, Ь, § 4 доказать, считая делители числа а, не 
делящиеся на квадрат целого, превосходящего I , и нмеюшле 1,2, . . . 
простых делителей. 

b. Пусть а—целое, а > l,d пробегает делители числа а, имеющие 
не более чем т простых делителей. Доказать, что при т четном 

^ t i W ^ ® ' ^ " Р " нечетном У 
c. При условиях теоремы с, § 4, считая все f неотрицательными 

и заставляя d пробегать лишь числа, имеюшле не более чем т простых 
делителей, доказать, что 

в зависимости от того, будет ли т четным или нечетным. 
d. Такие же, как в вопросе с, неравенства доказать при условиях 

вопроса 17, а, считая все значения f(x) неотрицательными, а также 
при условиях 17, Ь, считая все значения f (xi, xi Xh) неотри-
цательными. 

24. Пусть е—любое постоянное с условиями 0 < е < - ^ , N ^ 8 , 

г=1п//, 0 < ( 7 < / / 1 - 8 , 0 < / < 9 , (9, /) = 1, n(N, q, /)—число 
простых чисел с условиями: p^N, p=qt + l, где t—целое. Дока-
зать, что 

Для доказательства, полагая ft=ri-®.®8 , простые числа с указан-
ными условиями следует рассматривать как частный случай всех 
чисел с этими условиями взаимно простых с а, где а—произведение 
всех простых, не превосходящих е* и не делящих д. Следует приме-
нить теорему вопроса 23, d (условия вопроса 17, а) с указанным а и 
/л-=2[2 n r + I ] , 

25. Пусть k—четное: к > О, каноническое разложение числа а 
имеет вид a = p i p g . . Pk « d пробегает делители числа а с условием 
О < d < У ^ . Доказать, что 

d 

26. Пусть k—целое, k > О, d пробегает делители числа с условием 
ф(«<) = А. Доказать, что 

d 

27. Пользуясь выражением для ip(a), доказать бесконечность 
числа простых чисел. 
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28, а. Теорему с, § 5 доказать, установив, что число чисел ряда 
1, 2, . . . » а, имеющих с а одни и тот же общий наибольший дели-

тель О, равно "P^ ' g ' j • 

Ь. Вывести выражение для ф(а): 
о ) пользуясь теоремой вопроса 10, Ь; 
Р) пользуясь теоремой вопроса 17, с. 
29. Пусть R (s) > 2. Доказать, что 

А п'̂  
п = I 

у ( п ) 1) 

30. Пусть л—целое, я ^ 2 . Доказать, что 
п 

т=1 

Числеииые примеры к главе I I 

1. а. Найти показатель, с которым 5 входит в каноническое раз-
ложение 5258! (см. вопрос 6). 

Ь. Найтн каноническое разложение числа 1251 
2. а. Найтн т (5600) и S (5600). 
Ь. Найти т (116 424) и S (116 424). 
3. Составить таблицу значений функции ii (а) для всех а = 1,2, . . . 

.... 100 
4. Найти: а ) ф (5040), Р) <р (1 294 700). 
5. Составить таблицу значений функции ф (с) для всех а = 1, 2, . . . 

. . . . 50, пользуясь только формулой (5), § 5 и мультипликативностью 
функции ф(а). 



Глава III 

СРАВНЕНИЯ 

§ 1. Основные понятия 

a. Мы будем рассматривать целые числа в связи 
с остатками от деления их на данное целое положитель-
ное т, которое назовем модулем. 

Каждому целому числу отвечает определенный остаток 
от деления его на m (с, § 1, гл. I); если двум целым с 
и b отвечает один и тот же остаток г, то они называются 
равноостаточными по модулю т или сравнимыми по мо-
дулю т. 

b. Сравнимость чисел о и & по модулю т записывается 
так: 

а = Ь(тойт), 

что читается: а сравнимо с & по модулю т. 
c. Сравнимость чисел а и Ь по модулю т равносильна: 
1. Возможности приставить а в виде a = b4-mt, где 

t —целое. 
2. Делимости а—Ь на т. 
Действительно, из а = Ь (mod/га) следует 

a-=/nq' + r , b = mqi-\-r% 0^r<m, 

откуда 
а—b = m{<f—q^, a==*b-{-mt, i^q—qt. 

Обратно, из a=b+mi, представляя b в виде 

b = mqf\-r, 0 < r < m , 
выводим 

a a a m ^ + r ; qz=qi + t, 
T. e. 

о (mod m). 
Поэтому верно утверждение 1. 

Из 1 непосредственно следует утверждение 2. 
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§ 2. Свойства qiaBHeHHfi, 
подобные свойствам равенств 

a. Два числа, сравнимые с третьим, сравнимы между 
собою. 

Следует из а, § 1. 
b. Сравнения можно почленно складывать. 
Действительно, пусть 

= (mod/n), = (modm) a^^bf,(modm). (1) 

Тогда (I , с, § 1) 

ai = bi + mti, = + . . . , a^^b^+mt^, (2) 

откуда 
Oi + a^-}-... = . . . +bk+m + . . . 

или (1, с, § I) 

01+02+ • • • + O i r = 6 i + 6 s + • • • +&ft(raodm). 

Слагаемое, стоящее в какой-либо части сравнения, можно 
переносить в другую часть, переменив знак на обратный. 

Действительно, складывая сравнение о + Ь = с (mod т) 
с очевидным с р а в н е н и е м — — & ( m o d m ) , получим а = 
= с—6(modm), 

/С каждой части сравнения можно прибавить любое 
число, кратное модуля. 

Действительно, складывая сравнение as6(mod/n) 
с очевидным сравнением О (mod m), получим а + mJfe= 
= 6(modm). 

c. Сравнения можно почленно перемножать. 
Действительно, рассмотрим снова сравнения (1) и вы-

текающие из них равенства (2). Перемножая почленно 
равенства (2), получим 

а^а^.. .a^—bibf . .b^+mN, 

где N—целое. Следовательно (1, с, § 1), 

Ojflsj.. .OfeSbibt- • -bk (mod m). 

Обе части сравнения можно возвести в одну и щ же 
степень. 
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Это следует из предыдущего утверждения. 
Обе части сравнения можно умножить на одно и то 

же целое. 
Действительно, перемножив сравнение o = fc(modm) 

с очевидным сравнением k^k (modm), получим ak^ 
~Ьк{тойт). 

d. Свойства b и с (сложение и умножение сравнений) 
обобщаются следующей теоремой. 

Если в выражении многочлена с целыми коэффициен-

тами S = '^Аа,. .. .а^х"'... заменим Ла, Xj, ..., Xft 

числами -Ва, (х^^, Уи .... Уь, сравнимыми с прежними 
по модулю т, то новое выражение S будет сравнимо 
с прежним по модулю т. 

Действительно, из 
Л„ . . . . . . а^ = В а . а^ ( m o d /п), 

X, ^ Уг (mod т) = f/̂  (mod т ) 

находим (с) 

= (mod т) л:"» ̂  ук" (mod m), 

Аа., ... xV . . . ^ Ва. . . . (mod m). 

откуда, суммируя, получим 

2 а.х"?'. . . х^* S 2 Ва.. . .. а,?/?' -.-У^" (mod /п). 
Если 

а = Ь{то<1т), fli = 6i(modm) o„ = 6„(modm), 
x = (modm), 

то 
ax »+a iX « - » + . . . = , . . +6„(modm). 

Это утверждение есть частный случай предыдущего. 
е. Обе части сравнения можно разделить на их общий 

делитель, если последний взаимно прост с модулем. 
Действительно, из о = 6(modm), a=aid, b = bjd, 

(d, m)=l следует, что разность с—Ь, равная (Ci—bjd, 
делится на т. Поэтому (2, f, § 2, гл. I ) а^—Ь^ делится 
на т, т.е. ai = 6((modm). . 
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§ 3. Дальнейшие свойства сравнений 

a. Обе части сравнения и модуль можно умножить на 
одно и то же целое. 

Действительно, из а^Ь {той т) следует 
a=b-\-mt, ak = bk-\-mkt 

и, следовательно, ak^bk{moAmk). 
b. Обе части сравнения и модуль можно разделить на 

любой их обилий делитель. 
Действительно, пусть 

а = Ь {той т), a = aid, b^b^d, m = mid. 

Имеем 
a = b-\-mt, Qid — bid+midt, ai — bi + mit 

и, следовательно, ai = bi{modmi). 
c. Если сравнение a^b имеет место по нескольким 

модулям, то оно имеет место и по модулю, равному об-
щему наименьшему кратному этих модулей. 

В самом деле, из а^Ь {той т^, а = Ь {той т^, ... 
. . . , аSЬ(modwij ) следует, что разность а—b делится на 
все модули mt,m, m .̂ Поэтому (6, е, § 5, гл. I ) она 
должна делиться и на общее наименьшее кратное т этих 
модулей, т. е. а ^ Ь (modm). 

d. Если сравнение имеет место по модулю т, то оно 
имеет место и по модулю d, равному любому делителю 
числа т. 

В самом деле, из а = & (mod m) следует, что разность 
а—b должна делиться на /п; поэтому ( i , Ь, § 1, гл. I) 
она должна делиться и на любой делитель d числа т, 
т. е. а^Ь {тойd). 

e. Если одна часть сравнения и модуль делятся на 
какое-либо число, то и другая часть сравнения должна 
делиться на то же число. 

Действительно, из a = b(modm) следует a — b-\-mi\ 
если акт кратны d, то (2, b, § 1, гл. I) и Ь должно 
быть кратным d, что и утверждалось. 

f. Если а ( m o d m ) , то {а, т) — ф, т). 
Действительно, ввиду 2, Ь, § 2, гл. I это равенство 

непосредственво следует из a = b-\-mt. 
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§ 4. Полная система вычетов 

a. Числа равноостаточные, или, что то же самое, 
сравнимые по модулю т, образуют класс чисел по мо-
дулю т. 

Из такого определения следует, что всем числам 
класса отвечает один и тот же остаток г, и мы получим 
все числа класса, если в форме mq-\-r заставим q про-
бегать все целые числа. 

Соответственно m различным значениям г имеем т 
классов чисел по модулю т. 

b. Любое число класса называется вычетом по мо-
дулю т по отношению ко всем числам того же класса. Вы-
чет, получаемый при д = 0, равный самому остатку г, 
называется наименьшим неотрицательным вычетом. 

Вычет р, самый малый по абсолютной величине, на-
зывается абсолютно наименьшим вычетом. 

Очевидно, при г имеем р = г, при г > и м е е м 

р — г—т- наконец, если т четное и то за р 
^ т т т можно принять любое из двух чисел — т — 

Взяв от каждого класса по одному вычету, получим 
полную систему вычетов по модулю т. Чаще всего в ка-
честве полной системы вычетов употребляют наименьшие 
неотрицательные вычеты О, 1, . . . , т — 1 или также аб-
солютно наименьшие вычеты; последние, как это следует 
из вышеизложенного, в случае нечетного m представ-
ляются рядом 

— _ 1 о 1 — 

а в случае четного т каким-либо из двух рядов 

— — - И — 1 0 1 ~ 

_ 1 о 1 g , . . . , 1, w, 1, . . . , 2 i 

С. Любые т чисел, попарно несравнимые по модулю т, 
образуют полную систему вычетов по этому модулю. 
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Действительно, будучи несравнимы, эти числа тем 
самым принадлежат к различным классам, а так как 
их т , т. е. столько же, сколько и классов, то в каждый 
класс наверно попадет по одному числу. 

d. Если (а, т ) == 1 о X пробегает полную систему вы-
четов по модулю т, то ах + Ь, где b—любое целое, тоже 
пробегает полную систему вычетов по модулю т. 

Действительно, чисел ах+Ь будет столько же, сколько 
и чисел X, т. е. т . Согласно с остается, следовательно, 
только показать, что любые два числа ал:, 4-Ь и + 
отвечающие несравнимым и х ,̂ будут сами несравнимы 
по модулю т. 

Но допустив, что axi + b^ax^ + b (jnodm), мы придем 
к сравнению 0x^ = 0x2 {той т), откуда, вследствие 
{а, т ) = ] , получим = (mod/n), что противоречит 
предположению о несравнимости чисел Хг и х .̂ 

§ 5. Приведенная система вычетов 

a. Согласно f, § 3 числа одного и того же класса по 
модулю т имеют с модулем один и тот же общий наи-
больший делитель. Особенно важны классы, для которых 
этот делитель равен единице, т. е. классы, содержащие 
числа, взаимно простые с модулем. 

Взяв от каждого такого класса по одному вычету, 
получим приведенную систему вычетов по модулю т. 
Приведенную систему вычетов, следовательно, можно со-
ставить из чисел полной системы, взаимно простых с мо-
дулем. Обыкнопенно приведенную систему вычетов выде-
ляют из системы наименьших неотрицательных вычетов: О, 
1, . . . , пг—1. Так как среди этих чисел число взаимно 
простых с т есть ф (т), то число чисел приведенной си-
стемы, равно как и число классов, содержащих числа, 
взаимно простые с модулем, есть ф(т). 

Пример . Приведенная система вычетов по модулю 42 
будет 

1, 5, И, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41. 

b. Любые ф (т ) чисел, попарно несравнимые по модулю т 
и взаимно простые с модулем, образуют приведенную си-
стему вычетов по модулю т. 
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Действительно, будучи несравнимыми и взаимно про-
стыми с модулем, эти числа тем самым принадлежат 
к различным классам, содержащим числа, взаимно про-
стые с модулем, а так как их tp (m), т. е. столько же, 
сколько и классов указанного вида, то в каждый класс 
наверно попадет по одному числу. 

с. EcMi (а, m) = 1 ы X пробегает приведенную систему 
вычетов по модулю т, то ах тоже пробегает приведенную 
систему вычетов по модулю т. 

Действительно, чисел ах будет столько же, сколько 
и чисел X, т. е. ф (т). Согласно b остается, следовательно, 
только показать, что числа ах по модулю т несравнимы 
и взаимно просты с модулем. Но первое доказано в d, 
§ 4 для чисел более общего вида ах+Ъ, второе же сле-
дует из {а, т ) = 1, т)=\. 

§ 6. Теоремы Эйл^)а и Ферма 

a. При т>\ и (а, т)== 1 имеем (теорема Эйлера): 
1 (modm). 

Действительно, если х пробегает приведенную систему 
вычетов 

f j , . . . , V . c=<p(m), 
составленную из наименьших неотрицательных вычетов, 
то наименьшие неотрицательные вычеты р,, Рг, . . . . 
чисел ах будут пробегать ту же систему, но располо-
женную, вообще говоря, в ином порядке (с, § 5). 

Перемножая почленно сравнения 
Of, = Pj (mod m), ar^ s psj (mod m) — » 

получим 
aFr^r^... r̂  = P1P2... p̂  (mod m), 

откуда, деля обе части на произведение rir2...r^ = pip2...p<., 
получим 

1 (mod m). 
b. При р простом и а, не делящежя на р, имеем 

(теорема Ферма): 

oP-^^Mmodp) . (1) 
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Эта теорема является следствием теоремы а при т — р. 
Последней теореме можно придать более удобную форму. 
Именно, умножая обе части сравнения (1) на а, получим 
сравнение 

аР = а{тпоАр), 

справедливое уже при всех целых а, так как оно верно 
и при а, кратном р. 

Вопросы к главе I I I 

1, а. Представляя целое число в о&чной десятичной системе 
нсчнслення, вывести признаки делимости на 3, 9, И . 

b. Представляя целое число в системе исчисления с основанием 100, 
вывести признак делимости на 101. 

c. Представляя целое число в системе исчисления с основанием 
1000, вывести признаки делимости на 37, 7, 11, 13. 

2. Пусть /л > 1, (а, т ) = 1, b—целое, * пробегает полную, а 
приведенную систему вычетов по модулю т. Доказать, что 

<Р(/П). 

3, а. Пусть /я > О, (с, т ) = 1, ЛЭгО, с—вещественное, 

т-г 

* = о 
т 

где чр (*) для рассматриваемых значений * принимает значения с ус-
ловием Доказать, что 

S - ^ m 

b. Пусть Af—целое, m > О, (а, ш) = 1, А и В—вещественные, 

М+ш-1 

х=М 
т' 

Доказать, что 

S-jm 
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С. Пусть Af—целое, M > О, (а, Т ) = 1. 
M + m - i 

S = s {/W). 
*=м 

где в интервале Л ! + / n — 1 функция / ( * ) имеет непрерыв-
ные производные f (дг) и f (дг), причем выполняются условия 

(а.т) = и |e|<I: 

где 
J_ 

K m < T , t=A ® , 

Доказать, что 

S - i - m ^ 2 
4. Пусть в разложении иррационального числа А в непрерывную 

дробь все неполные частные ограничены, М—целое , т—целое , m > О, 
В—вещественное. Доказать, что 

M+m-i 

х=М 

5, а. Пусть у 4 > 2 , fc^I н в интервале Q ^ * ^ / ? функция 
/ (дс) имеет вторую непрерывную производную, удовлетворяющую 
условиям 

Доказать, что 

<г<*<л 

Ь. Пусть о < 0 = ^ 1 , Q и /г—целые. При условиях вопроса а 
доказать, что число ф (о ) дробей {/(ж)}; x = Q 4 - l , . . . , R с условием 
0^ { / ( д с ) } < а выражается формулой 

Ф{о)=о(/г-с»)+е'.2А; l e ' K i . 

6, а. Пусть Г—число целых точек (* , у ) области { г ^ 2 ) . 
Доказать, что 

Г=нг «+0 
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b. Пусть л—целое , п > 2 , £—постоянная Эйлера. Доказать, 

Т ( 1 ) 4 - Т ( 2 ) + . . . + X ( r t ) = - r t ( l n r t + 2 £ — 1 ) + 0 и ^ П П П ) " ) . 

c. При N ^ 2 и целом положительном I доказать, что 

^ J l ^ ^ i l n N f ' . (1) 

о <a<N 

Для доказательства воспользоваться очевидным неравенством: 
%(uv)^r{u)x(v). 

d. При N ^ 2 я целом положительном I доказать, что 

^ (2) 

0<в<ЛГ 

7. Систему п целых положительных чисел, каждое из которых 
представлено в системе исчисления с основанием 2. назовем правиль-
ной, если при всяком целом неотрицательном s число чисел, в пред-
ставление которых входит г'®, будет четным, и неправильной, если 
хотя бы при одном S это число будет нечетным. 

Доказать, что неправильную систему путем уменьшения или пол-
ного изъятия некоторого одного ее члена можно сделать правильной, 
а правильная система от уменьшения нлн полного изъятия любого ее 
члена делается неправильной. 

8. а. Доказать, сумма 

3»-1дг„_1-Н.. . +3д:1+*в , 

где х„, . . . . *о независимо друг от друга пробегают значе-
ния— I, О, I, представляет все числа 

- • / / , . . . , - 1 , 0 , 1 Я ; ' 

причем каждое число—единственным способом. 
Ь. Пусть mi, m i , т п и — п о л о ж и т е л ь н ы е попарно простые. Поль-

зуясь с, § 4, доказать, что полную систему вычетоь по модулю 
гпхгпг . . . rrtk получим, заставляя в сумме 

Xl•^-fn^Xf-{-m^mtXf-^-... -{-гпхтг ••• гпц^хХ/^ 
числа Xi, X», . . . , пробегать полные системы вычетов по модулям 
fiti, т», ...» /«ft. 

9. Пусть ffti, ffij, . . . , ffift—попарно простые и 

тпуш^ ... nth — Myttii — Mffn^ = ... = Mffntfi. 

a. Применяя с, § 4, доказать, что полную систему вычетов по 
модулю /niffle...mft получим, заставляя в сумме 

числа * f , *2, . . . , пробегать полные системы вычетов по модулям 
"•i, Ша, ..., nth' 
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b. Применяя Ь § 5, гл. II и Ь, § 5, доказать, что приведенную 
систему вычетов по модулю т ^ т ^ . - . т ^ получим, заставляя в сумме 

числа x i , Х2> . . . . Xft пробегать приведенные системы вычетов по мо-
дулям ГПх, ttli, /Лц. 

c. Доказательство теоремы вопроса b провести независимо от тео-
ремы Ь, § 5, гл. I I и тогда уже вывести последнюю теорему, как 
следствие первой. 

d. Найти элементарным путем выражение для ф (р®) и, пользуясь 
мультипликативностью ф (а), вывести известное выражение для ф (а). 

10. Пусть т , , т^, . . . . т^—попарно простые, превосходящие 1, 
т^ШхГЩ.. .nZft, 

a. Пусть Xi, Xi, . . . . Xk, X пробегают полные, а gg, . . . , 5*. I — 
приведенные системы вычетов по модулям т^, т^, . . . . nifc, т. Дока-
зать, что дроби 

\тх ' Шг ' '«А I 

совпадают с дробями i — i , а дроби i - ^ Н — . . . Н — ^ 1 сов-
\ m I \ шх • ffzg ' ' тпк ) 

падают с дробями -

b. Пусть задан многочлен f { x , . . . , ьу) с целыми коэф<}жциентами 
от г пд)емениых ...,£«/(/• St 1): 

- ) = 2 
а, .... е> 

и пусть 

Xs, . . . , W s пробегают полные, а . . . , (о^—приведенные системы 
вычетов по модулю т^; х, ...,w пробегают полные, а . . . , ( о—при-
веденные системы вычетов по модулю т. Доказать, что дроби 

совпадают с дробями 
I mi f"k ) 

совпадают с дробями j. (обобщение теорем вопроса а). 

11, а. Пусть т—целое, m > О, а—целое, х пробегает полную 
систему вычетов по модулю т. Доказать, что 

" \о 
если а кратно т, 

в противном случае. 



52 СРАВНЕНИЯ (ГЛ. Ill 

Ь. Пусть а—вещественное, Af—целое, Р—целое Р > 0 . Обозначая 
символом (о) численное значение разности между а и ближайшим 
к а целым числом (расстояние а до ближайшего целого), доказать, что 

M + P-i 
2niax 

х=М 
<min 

f2 всегда. 

3 при (а) < -g 
1 . 

с. Пусть т—целое, m > 1 и функции М (а) м Р (а) для значе-
ний а = 1, 2, . . . , т — I принимают целые значения с условием 
Р (а) > 0. Доказать, что 

т - 1 Д1 ( . ) +Р (а ) -1 

1 2J е 
а=1 х=М(а) 

/•mlnm, 
m l n m — п р и т ^ 

m l n m — т прн /яэ 

<б; 

= 12, 

= 60. 

12, а. Пусть т—целое , m > О, | пробегает приведенную систе-
му вычетов по модулю т . Доказать, что 

ц ( т ) = 2 е т ' 

b. Пользуясь теоремой вопроса а, доказать первую из теорем с, 
§ 4, гл. И (см, решение вопроса 28, а, гл. П ) . 

c. Теорему вопроса а вывести, пользуясь теоремой вопроса 17. 
а, гл. П. 

d. Пусть 

S бдс«...а)в 
а. ..., 6 

— многочлен с целыми коэффициентами от г переменных х, ... 
. . . , w ( r ^ I ) , а—целое, т—целое , m > О, дг, . . . , ш пробегают пол-
ные, а I , . . . , <0—приведенные системы вычетов по модулю т. 
Вводим обозначения 

^а, т — 2 •' • 2 ^ 
2Ш- .2nt of а to) 

Пусть далее где т^,...,/п^—лопарио простые, пре-
восходящие I , и пусть т = Доказать, что 

5oi,m,,- • •^«Ittinii=^Uuit+...+Mf,aii. m > 

mĵ  — '^AftOj + .-. + Mĵ Oĵ , m" = s 
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е. При обозначениях вопроса d полагаем 

а а 

где а пробегает приведенную систему вычетов по модулю т. 
Доказать, что 

А (mi)...А (rik) = А(т). А' {mi)...А' (т^ = А' (т). 

13, а. Доказать, что 

р 
п=0 Р \ Ж=0 

где р пробегает простые делители числа а. 
Ь. Из тождества вопроса а вывести известное выражение дляф(а). 
14. Доказать, что 

^ I _ _ _ 2П< — 
(а) = 2 2 - J ^ ^ e 

0<аг<То ft=o 

где 6 = 1 или 6 = 0, в зависимости от того, является ли а квадратом 
целого числа или нет. 

15, а. Пусть р—простое и hi . Л» Ад—целые. Доказать, что 

(.hi+ha + ... + h a ) P ^ h P + h ^ + . . . + h P (mod р). 

b. Из теоремы вопроса а вывести теорему Ферма. 
c. Из теоремы Ферма вывести теорему Эйлера. 

Численные примеры к главе 111 

1, а. Найти остаток отделения 

(12371^+34)28 на 111. 
b. Делится ли на 1093» число 21 

2, а. Применяя признаки делимости вопроса 1, найти каноничес-
кое разложение числа 244943325. i: Найти каноническое разложение числа 282321246671737. 



Глава IV 

СРАВНЕНИЯ С ОДНИМ НЕИЗВЕСТНЫМ 

§ 1. Основные понятия 

Нашей ближайшей задачей будет изучение сравнений 
такого общего вида: 

f (x ) = 0(modm); f { х ) ^ а х " . . . + а „ . (1) 

Если а не делится на т, то п называется степенью 
сравнения. 

Решить сравнение—значит найти все значения х, ему 
удовлетворяющие. Два сравнения, которым удовлетворяют 
одни и те же значения х, называются равносильными. 

Если сравнению (1) удовлетворяет какое-либо 
то (d, § 2, гл. I I I ) тому же сравнению будут удовлет-
ворять и все числа, сравнимые с х^ по модулю т: 
x^x^imoAm). Весь этот класс чисел считается за одно 
решение. При таком соглашении сравнение (1) будет иметь 
столько решений, сколько вычетов полной системы ему 
удовлетворяет. 

Пример . Сравнению 
+ (mod?) 

среди чисел О, 1, 2, 3, 4, 5, 6 полной системы вычетов 
по модулю 7 удовлетворяют два числа: х=2 и *==4. 
Поэтому указанное сравнение имеет два решения: 

* ^2 (mod7 ) , л; = 4 (mod 7). 

§ 2. Сравнения первой степени 

а. Сравнение первой степени перенесением свободного 
члена (с обратным знаком) в npaBjoo часть можно при-
вести к виду 

axs&(modm). ( I ) 
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b. Приступая к исследованию вопроса о числе реше-
ний, мы сначала ограничим сравнение условием -(а, т ) = 1. 
Согласно § 1 наше сравнение имеет столько решений, 
сколько вычетов полной системы ему удовлетворяет. 
Но когда X пробегает полную систему вычетов по мо-
дулю т, то ах пробегает полную систему вычетов 
(d, § 4, гл. I I I ) . Следовательно, при одном и только 
одном значении х, взятом из полной системы, ах будет 
сравнимо с Ь. Итак, при {а,т)=\ сравнение (1) имеет 
одно решение. 

c. Пусть теперь {a,m) — d > 1. Тогда, чтобы сравне-
ние (1) имело решения, необходимо (е, § 3, гл. III), 
чтобы Ь делилось на d, иначе сравнение (1) невозможно 
ни при каком целом х. Предполагая поэтому b крат-
ным d, положим a = aid, b = bid, m-tn-id. Тогда сравне-
ние (1) бурет равносильно такому (по сокращ,ении Had): 
UiX = bi {mod nil), в котором уже ( O i , и потому 
оно будет иметь одно решение по модулю т^. Пусть дс,— 
наименьший неотрицательный вычет этого решения по 
модулю т „ тогда все числа х, образующие это решение, 
найдутся в виде 

* = *x(modmi). (2) 

По модулю же т числа (2) образуют не одно решение, а 
больше, именно столько решений, сколько чисел (2) най-
дется в ряде О, 1, 2, . . . , т — 1 наименьших неотрица-
тельных вычетов по модулю т. Но сюда попадут сле-
дующие числа (2): 

-f /Пх. Xi + 2mi Xi + {d—l)rni, 

т. е. всего d чисел (2); следовательно, сравнение (1) име-
ет d решений. 

d. Собирая все доказанное, получаем теорему: 
Пусть la,m) — d. Сравнение ах = Ь (тойт) невозмож-

но, если Ь не делится на d. При Ь, кратном d, сравнение 
имеет d решений. 

e. Обращаясь к разысканию решений сравнения (1), 
мы укажем только способ, основанный на теории непре-
рывных дробей, причем достаточно ограничиться лишь 
случаем {а, т ) = 1. 
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Разлагая в непрерывную дробь отношение т:а, 

I 
• = <?1 + 

9 . + 
1 

<71 + 
• + - L 

в рассматривая две последние подходящие дроби: 
P q - i 

Q„- i ' Q » ~ а • 

согласно свойствам непрерывных дробей (d, § 6, гл. I ) имеем 

Итак, наше сравнение имеет решение 

для разыскания которого достаточно вычислить 
согласно способу, указанному в с, § 6, гл. I. 

Пример . Решим сравнение 

l l l x = 75(mod321). (3) 

Здесь (111, 321) = 3, причем 75 кратно 3. Поэтому срав-
нение имеет три решения. 

Деля обе части сравнения и модуль на 3, получим 
сравнение 

37x^^5 (mod 107), (4) 

которое нам следует сначала решить. Имеем 
107 
74 

37 -Ж 
33 — 

37 

4 
4 

33 4 

_ 1 

4 

Я 2 1 8 4 

Ps 1 2 3 26 107 
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Значит, в данном случае п = 4 , —26, 6 = 25, и 
мы имеем решение сравнения (4) в виде 

X =—26 • 25 = 99 (mod 107). 

Отсюда решения сравнения (3) представляются так: 

* = 99+107; 99 + 2-107 (mod 321), 

т. е. 

* = 99; 206; 313 (mod 321). 

§ 3. Система сравнений первой степени 

а. Мы рассмотрим лишь простейшую систему сравнений 

х = Ьх (mod m j , 
x = bi (mod mjs), 

с одним неизвестным, но с разными и притом попарно 
простыми модулями. 

Ь. Решить систему (1), т. е. найти все значения х, ей 
удовлетворяющие, можно, применяя следующую теорему: 

Пусть числа М , и MJ определены из условий 

mjn^ ...rrifi — М grits, M^M's == 1 (mod m )̂ 

и пусть 

X, == M^M'A + . . . + М^М'фи-

Тогда совокупность значений х, удовлетворяющих систе-
ме (1), опр^еляется сравнением 

x^XoimodrnjiHs.. .т^). (2) 

Действительно, ввиду делимости на т^ всех Mj, от-
личных от Mg, при любом 5=1, 2, k имеем 

дсо = M.M'Jb, = Ь, (mod m J, 

и, следовательно, система (1) равносильна системе 

X = (mod mJ, х = Хд (mod т^), . . . , х s (mod т ^ (3) 
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(т. е. системам (1) и (3) удовлетворяют одни и те же 
значения х). Системе же (3), ввиду теорем с и d § 3. 
гл. III , удовлетворяют те и только те значения х, кото-
рые удовлетворяют сравнению (2). 

c. £ст bi, bz fcfc независимо друг от друга про-
бегают полные системы вычетов по модулям т„ т^, ..., т^, 
то Хо пробегает полную систему вычетов по модулю т^т^.. .т^. 

Действительно, х̂  пробегает m-jn^.. .т^ значений, вви-
ду d, § 3, гл. I l l , несравнимых по модулю т^т,. . .т^. 

d. Пример . Решим систему 

x = b x ( m o d 4 ) , x = b 2 ( m o d 5 ) , х^Ьз(той7). 

Здесь 4-5-7 = 35-4 = 28-5 = 20-7, причем 
35-3= l (mod4) , 28 -2= 1 (mod5), 2 0 - 6 = 1 (mod?). 

Поэтому 
Хо = 35 • 3bi+28 • 2b ̂  + 20.66з = 1056̂  -f 566̂  + 120fe, 

и, следовательно, совокупность значений х, удовлетво-
ряющих системе, может быть представлена в виде 

X == 105bi + 56b^+l 20&3 (mod 140). 
Так, например, совокупность значений х, удовлетво-

ряющих системе 

x = l (mod4), x = 3(mod5), x = 2(mod7), 
будет 

105-1 + 5 6 - 3 + 120-2 = 93 (mod 140), 

а совокупность значений х, удовлетворяющих системе 
x = 3(mod4), x = 2(mod5), x = 6(mod7), 

будет 

105-3 + 56-2+120-6 = 27 (140). 

§ 4. Сравнения любой степени по простому модулю 
a. Пусть р—простое. Докажем общие теоремы, отно-

сящиеся к сравнению вида 
/(x )^O(modp) ; f(x)==ax" + a , x " - ^ + . . . + a „ . (1) 

b. Сравнение вида (1) равносильно сравнению степени 
не выше р — 1. 
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Действительно, деля /(х) на хР—х, имеем 
f{x) = {xP-x)Q(x)-\-R{x), 

где степень R (х) не выше р— 1. А так как х"—х = О (mod р), 
то f {x) = R{x){modp), откуда и следует указанная 
теорема. 

c. Если сравнение (1) имеет более чем п решений, то 
все коэффициенты f (х) кратны р. 

Действительно, пусть сравнение (1) имеет, по край-
ней мере, п + 1 решение. Обозначая буквами х „ х ,̂ ..-, *„, 
х„+1 вычеты этих решений, мы можем f(x) представить 
в виде 

f{x) = a {X—Xi) ( * — Х Г ) . . . ( X — * „ _ « ) ( X — X „ _ I ) ( X — х„) + 

+ —Х,)(х —Хг) . . . ix—x„_^(x — x„_i) + 
+ С ( Х — X I ) ( X — X J ) . . . ( X — Х „ _ 5 , ) + 
+ + 

+ ^ ( x - x O + 

+ m . ( 2 ) 

Действительно, преобразовав раскрытием скобок про-
изведения правой части в многочлены, мы b возьмем рав-
ным коэффициенту при х""» разности между f (х) и пер-
вым многочленом, затем с возьмем равным коэффициенту 
при х""® разности между /(х) и двумя первыми много-
членами и т. д. 

Полагая в (2) последовательно x = xi, Xj, . . . , х„, х„+„ 
убеждаемся в том, что все т, I, k, ..., с, Ь, а кратны р. 
Значит, и все а, Oj, ..., а„ кратны р (как суммы чисел, 
кратных р). 

d. При простом р справедливо сравнение (теорема Виль-
сона) 

1-2 . . . (р—1)4-1 =0 (modp ) . (3) 

Действительно, если р = 2, то теорема очевидна. Если 
же р > 2, то рассмотрим сравнение 

( х - 1 ) (X_2 ) . . . ( X - ( р - 1 ) ) - ( х ^ - » - 1 ) = О (mod р); 

оно степени не выше р—2 и имеет р— 1 решение, именно 
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решения с вычетами 1, 2, .. , р—1. Следовательно, по 
теореме с все его коэ<^ициенты кратны р; в частности, 
на р делится и свободный член, равный как раз левой 
части сравнения (3). 

Пример. Имеем 1 •2-3-4-5-6+1 = 721 = О (mod?). 

§ 5. Сравнения любой степени 
по составному модулю 

а. Если щ, т т^ попарно простые, то сравнение 

/ (х) — О (mod mi m, . . . m̂ )̂ (1) 

равносильно системе 

f (х) s О (mod mj), 
/ (*) = О (mod mj), . . . , /(jc) = 0(modm^). 

При этом, обозначая через Т^, Т^, ..., числа решений 
отдельных сравнений этой систелш по соответственным 
модулям и через Т —число раиений сравнения (1), будем 
иметь 

Т = Т{Г^... т^. 

Действительно, первая часть теоремы следует из с 
и d, § 3, гл. 1Ц. Вторая часть следует из того, что каж-
дое сравнение 

/(je)sO(modm,) (2) 

выполняется тогда и только тогда, когда выполняется 
одно из T j сравнений вида 

где bs пробегает вычеты решений сравнения (2), причем 
возможно всего Т^Т^ • - .Т^ различных комбинаций вида 

приводящих (с, § 3) к различным классам по модулю 
т^т^ ... т/^. 

Пример. Сравнение 
Д х ) ^ О (mod 35), f{x)=>x* + 2x^+8x + 9 (3) 
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равносильно системе 
/ (л:) = О (mod 5), /(x) = 0(mod7). 

Легко убедимся (§ 1), что первое сравнение этой системы 
имеет 2 решения: 4 (mod 5), второе же сравнение 
имеет 3 решения: лг^З; 5; 6 (mod 7). Поэтому сравне-
ние (3) имеет 2-3 = 6 решений. Чтобы найти эти 6 реше-
ний, надо решить 6 систем вида 

* = 6,(mod5), x^b^irnodl), (4) 

которые получим, заставляя Ь̂  пробегать значения 6,= 1; 4, 
а пробегать значения &г = 3; 5; 6. Но, ввиду 

35 = 7-5 = 5-7, 7 -3= l (mod5 ) , 5 -3= l (mod7 ) , 

совокупность значений х, удовлетворяющих системе (4), 
представится в виде (Ь, § 3) 

j«: = 216t+1562(mod35). 
Поэтому решения сравнения (3) будут 

х = 3 1 ; 26; 6; 24; 19; 34 (mod 35). 

b. Ввиду теоремы а исследование и решение сравне-
ния 

/ ( x ) ^ 0 ( m o d p № . . . plk) 

сводятся к исследованию и решению сравнений вида 
; ( x ) ^0 (modp « ) ; (5) 

это же последнее сравнение сводится вообще, как мы 
сейчас выясним, к сравнению 

/(x )sO(modp) . (6) 
Действительно, всякое удовлетворяющее сравне-

нию (5), необходимо должно удовлетворять и сравнению (6). 
Пусть 

x = xi (mod р) 

— какое-либо решение сравнения (6). Тогда * = + 
где ti—целое. Вставляя это значение х в сравнение 

/(x) = 0(modp'') 
и разлагая левую часть по формуле Тейлора, найдем 
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(принимая во внимание, что — целое, и отбра-
сывая члены, кратные р") 

f (-V4) + Pt^r W ^ О (mod р% ^ + hf (X,) ̂  О (mod р). 

Ограничиваясь здесь случаем, когда f (Xj) не делится 
на р, имеем одно решение: 

t ^ ^ t[ {тойрУ, ^ = + 

Выражение для х принимает вид 

X = X^ + pt{-\- Р% = *2 + Р%\ 

вставляя его в сравнение 
/(x) = 0(modp'), 

получим 

f(x,) + p4,rix,)^0{modp\ 

L^ + tJ'ix^^Oimoip). 

Здесь f (Xj) не делится на р, так как 

и потому последнее сравнение имеет одно решение: 

t^^ t'i {modрУ, 

Выражение для х принимает вид 

и т. д. Таким путем по данному решению сравнения (6) 
постепенно найдем сравнимое с ним решение сравне-
ния (5). Итак, всякое решение х^х^ {той р) сравнения 
при условии, что /' (х^) не делится на р, даст одно реше-
ние сравнения (5): 

* = + 

х = х„ (modp«). 
П р и м е р . Решим сравнение 

/(x) = 0(mod27); 
f{x) = x^ + ^x + A. 
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Сравнение / (jc)=О (mod 3) имеет одно решение 1 (mod 3); 
при этом / ' ( l ) = 2(mod3) и, следовательно, не делится 
на 3. 

Находим: 

/ (1) + Щ ' ( 1 ) ^ 0 (mod 9): 3 + 3̂ 1 • 2 = О (mod 9), 
2/, + 1 = О (mod 3), ti = 1 (mod 3), = 1 + 3/,., 

x = 4 + 9/,. 

f (4) Ь 9^/' (4) = О (mod 27), 18 + 9/̂  • 2 = О (mod 27), 
2/j + 2 = 0(mod3), ^ = 2(raod3), /2 = 2 + 3/,, 

л; = 22 + 27/,. 
Таким образом сравнение (7) имеет одно решение 

л; S 22 (mod 27). 

Вопросы к главе IV 

1, а. Пусть m—целое, m > О, / ( * , . . . . w)—целая рациональная 
функция с целыми коэффициентами от г переменныхх. ....w{r^l). 
Если сравнению 

/(ж, . . . . tt/)^0(mod/n) (1) 

удовлетворяег система х—хв w = w t , то (обобщение определе-
ния § 1) систему классов чисел по модулю т : 

* s * Q ( m o d m ) , . . . . шзгшо{modm) 

будем считать за одно решение сравнения (1). 
Пусть Т—число решений сравнения (1). Доказать, что 

т-1 т-1 т-1 "f << f ) 

2 2 ••• S « а=0 *=0 w=0 

b. При обозначениях вопроса а и вопроса 12, е, гл. П1 дока-
зать, что 

Тт^т'- 2 ^(«о)-

c. Равенство вопроса а применить к доказательству теоремы 
о числе решений сравнения первой степени. 

d. Пусть т—целое, /п > 0; а,..., /, g—целые, их число равно 
г + 1 (г > 0): d — (a, ..., f , tn)\ Г—число решений сравнения 

а* + . . . + / a » + g s O (mod т ) . 
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Пользуясь равенством вопроса а, доказать, что 

mf-^-d, если g кратно d, 
О в противном случае. • н 

е. Теорему вопроса d доказать, исходя из теоремы о числе ре-
шений сравнения адсз= 6 (modm). 

2, а. Пусть /п > I , (а, т ) = 1. Доказать, что сравнение о * ^ 
es Ь (mod m) имеет решение х s ЬаЧ>"п>-1 ̂ ^lod m). 

b. Пусть /7—простое, О < а < р- Доказать, что сравнение ах^ 
= b (mod р) имеет решение 

М -

c, а ) Указать возможно более простой способ решения сравне-
ния вида 

2** ^ Ь (mod m); (2, т) = (2, Ь) = 1. 

р) Указать возможно более простой способ решения сравнения 

Ъ1'х ̂  Ь (mod m); (3, т) = (3, ft) = 1. 

V) Пусть (а, m) = 1, 1 < а < m. Развивая способы, указанные 
в вопросах а ) и р), доказать, что разыскание решения сравнения 
ах^Ь (mod т) может быть приведено к разысканию решений сравне-
ний вида ft+7n<s3 0 (modp) , где р—простой делитель числа а. 

3, Пусть т—целое , / п > 1 , К т </п, (а, /п) = I . Пользуясь 
теорией сравнений, доказать существование целых х к у с условиями 

ах ^ у {mod т). 0 < * < т , 

4, а. При (я, т) = 1 будем рассматривать символическую дробь 

по модулю т, обозначающую любой вычет решения сравнения 
CJfss ft (mod/и). Доказать, что (сравнения берутся по модулю т): 

а) При b^bi имеем 
с Q\ 

р) Числитель b символической дроби — можно заменить сравни-

мым йд, кратным а. Тогда символическая дробь сравнима с целым 

числом, представляемым обычной дробью 

b , d bc+ad 
V) ^ . 
' с ' с ас 

Ь d bd о) S — . 
' а с ас J. 
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Ь, а ) Пусть р—простое, р>2, с—целое, О < а < р—\. Дока-
зать, что 

С:')-'-l ) « (modp ) . 

Р) Пусть р—простое, р > 2. Доказать, что 

5, а. Пусть d—делитель числа а, не делящийся на квадрат це-
лого, превосходящего 1, н на простые, меньшие п, и х—число раз-
личных простых делителей числа d. Доказать, что в ряде 

1-2. . -п , 2 . 3 . . . ( n - f 1), . ., в ( а - + - 1 ) . . . ( а + п — 1 ) (1) 

чисел, кратных а, будет . 

Ь. Пусть pi. Pi Ph—различные простые делители числа а, 
причем ни один из них не меньше чем п. Доказать, что число чисел 
ряда (1), взаимно простых с а, будет 

P i ) Р й ) " 

6. Пусть 777i_2 —общее наименьшее кратное чисел 
nti, /Ла, ..., mji 

a. Пусть d = ( m i , m ^ . Доказать, что система 

x = b i (mod nil), * ^ bz (mod /nj) 

разрешима тогда и только тогда, когда ftj—bi кратно d, причем в 
случае разрешимости совокупность значений х, удовлетворяющих 
этой системе, определяется сравнением вида 

irti пи 
* ^ г (mod OTi. 2); Щл = —^— • 

b. Доказать, что в случае разрешимости системы 
x^b i (mod mi), ж = ftg (mod т^), . . . , * = ft^ (mod /п̂ ) 

совокупность значений ей удовлетворяющих, определяется сравне-
нием вида 

* —*1.2 fe (mod «1.4 fe). 

7. Пусть т—целое , /п > 1, а и b—целые, 

. ах+Ьх" 
е m 

X 

где X пробегает приведенную систему вычетов по модулю т, причем 
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* ' = -^(mod/n) (в смысле вопроса 4, а). Доказать следующие свой-

{^У стаа символа 

-вещественное. 

V П /ь Ч , fO' >'h\ fah, b\ V) При (ft, m) = l имеем = ^ j . 

6) При nil, trii triff попарно простых, полагая тгШ^.. .mif = m, 
т== Mortis, имеем 

/Cfc. 1 \ _ (м1щ + . •. + 1 \ 
\mi J ]•••{ ти J \ т )' 
8. Пусть сравнение 

. . . + с „ = О (mod р) 
имеет п решений x ^ x i , * „ (modp) . 

Доказать, что 
at ^ —CqS i (mod р), 

apS2(modp), 
Яа ss —«о^а (mod р), 

fl„ = (—!)« aoS„(modp), 
где Si есть сумма всех х^, Sg—сумма произведений по два, 
сумма произведений по трн и т. д. 

9, а. Доказать теорему Вильсона, рассматривая пары ж* чисел 
ряда 2, 3 р—2, удовлетворяющие условию х х ' ^ 1 (modp). 

Ь. Пусть Р—целое, Р > 1 , I -2 . . . (Р—1) + 1 = О (mod Р) . Дока-
зать, что Р—простое. 

10, а. Пусть (Од, т) — 1. Указать сравнение п-й степени со стар-
шим коэффициентом 1, равносильное сравнению 

Co*n-f-ci*n-»-}- . . . - f о„ = 0 (mod т). 

b. Доказать, что необходимое и достаточное условие того, что 
сравнение / ( * )=0 (n iod р); п < р , имеет 
п решений, есть делимость на р всех коэффициентов остатка от деле-
ния хР—X на / (*). 

c. Пусть л—делитель р—1, я > 1, (А, р) = ] . Доказать, что не-
обходимое и достаточное условие разрешимости сравнения (mod р) 

есть А " (mod р), причем в случае разрешимости указанное 
сравнение имеет п решений. 

11. Пусть п—целое, п > О (Л, т ) = 1, и известно одно решение 
* = *g (modm) сравнения * " = Л(mod/7^). Доказать, что все решения 
этого сравнения представятся произведением х^ на вычеты решений 
сравнения у" ^ t (mod т). 
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Численные примеры к главе IV 

1, а. Решить сравнение 2 5 6 * = 179 (mod 337). 
b. Решить сравнение 1215* = 560 (mod 2755). 
2, а. Сравнения примеров 1,а н 1,Ь решить по способу вопро-

са 2, с. 
Ь. Сравнение 1296* s 1105 (mod 2413) решить по способу вопро-

са 2, с. 
3, Найти все пары х, у, удовлетворяющие неопределенному урав-

нению 47ж—111^=89. 
4, а. Указать общее решение для системы 

* ^ 6 i ( m o d 13), (mod 17). 

Пользуясь этим общим решением, далее найти три числа, кото-
рые при делении на 13 и 17 давали бы соответственно остатки 1 и 
12, 6 н 8, 11 и 4. 

Ь. Указать общее решение для системы 
* ^ 6 i ( m o d 2 5 ) , * ^ b 2 ( m o d 2 7 ) . * ^ f c3 (mod59 ) . 

5, а. Решить систему сравнений (вопрос 6, а) 
* ^ 3 ( m o d 8 ) , ж = I I (mod 20), * = l (mod l5 ) . 

b. Решить систему сравнений 

* = I ( r a o d 3 ) , * = 4 ( m o d 5 ) , * ^ 2 ( m o d 7 ) . 
* = 9 ( m o d l l ) , * sE3 (mod I3 ) . 

6, Решить систему сравнений 
3 * - f 4 i f — 2 9 i = 0 ( m o d 143), 2*—9i f - f 84 = 0 (mod 143). 

7, a. Какому сравнению степени ниже 5 равносильно сравнение 
*»-f 2*8-f 4*'-f *в + 3** -f х'-Ь -f 

sO(modQ? 
b. Какому сравнению степени ниже 7 равносильно сравнение 

- b 4 * « + * - b 4 ^ 0 ( m o d 7)? 
8, Какому сравнению со старшим коэффициентом 1 равносильно 

сравнение (вопрос 10, а) 

70*«- f 78*5-f25**-b68*3+52*2 + 4 * + 3 = 0 (mod 101)? 

9, а. Решить сравнение 

/ ( * ) = 0(mod27), / ( * ) = 7*«- { -19*-f25, 

найдя сначала с помощью проб все решения сравнения 

/ (x ) = 0 (mod3) . 

b. Решить сравнение 9 * ' 4 -29* - f 6 2 э 0 (mod64). 
10, а. Решить сравнение *®-h2*- f 2sa0 (mod 125). 
b. Решить сравнение * « + 4 * » 4 - 2 * ® + 2 * + 1 2 = О (mod 625). 
11, а. Решить сравнение 6 * ' + 2 7 * ^ + 17*-1-20^ (mod 30). 
b. Решить сравнение 31**-f 57*з-|-96*-|-191 = 0 (mod 225). 



г лава V 

СРАВНЕНИЯ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ 

§ 1. Общие теоремы 

a. Из сравнений степени п > I в дальнейшем будут 
рассматриваться лишь простейшие, а тл&шо —двучленные 
сравнения-

х^ — а (mod m); (а, m) =-1. (1) 

Если сравнение (1) имеет решения, то а называется 
вычетом степени п по модулю т. В противном случае а 
называется невычетом степени п по модулю т. В част-
ности, при п = 2 вычеты или невычеты называются квад-
ратичными, прн /г = 3—кубическими, при п = А—биквад-
ратичными. 

b. В этой главе мы подробно рассмотрим случай п-2 
и в первую очередь рассмотрим двучленные сравнения 
второй степени по простому нечетному модулю р: 

*« = a(modp), (с, р ) = 1 . (2) 

c. Если а —квадратичный вычет по модулю р, то срав-
нение (2) имеет два решения. 

Действительно, если а—квадратичный вычет, то срав-
нение (2) имеет, по крайней мере, одно решение x=*,(modp). 
Но тогда, ввиду ( — т о же сравнение имеет и 
второе решение х ^ —Xi (mod р) Это второе решение 
отлично от первого, так как из х^ = —Xi (mod р) мы 
имели бы 2*1 S3 О (mod р), что невозможно, ввиду (2, р ) = 

Указанными двумя решениями и исчерпываются все 
решения сравнения (2), так как последнее, будучи срав-
нением второй степени, более двух решений иметь не 
может (с, § 4, гл. IV). 
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d. Приведенная система вычетов по модулю р состоит 

из ^ ^ квадратичных вычетов, сравнимых с числами 

(3) 

и ^^ квадратичных невычетов. 

Действительно, среди вычетов приведенной системы 
по модулю р квадратичными вычетами являются те и 
и только те, которые сравнимы с квадратами чисел (при-
веденная система вычетов) 

— 2 — 1 1 2 ^ m 

Т. е. С числами (3). При этом числа (3) по модулю р не 
сравнимы, так как из = Р (mod р), О < Л < / ̂ ^ ^ , 

следовало бы, что сравнению x®sP (modp ) , вопреки с, 
среди чисел (4) удовлетворяют четыре: * = —I, —k, k, l . 

§2 . Символ Лежандра 

a. Введем в рассмотрение символ Лежандра (чи-
тается: символ а по р', а называется числителем, р—зна-
менателем символа). Этот символ определяется для всех а, 

не делящихся на р. Он задается равенством = 
если а —квадратичный вычет по модулю р, и равенством 

= — 1 , если а—квадратичный невычет по модулю р. 

b. Вычислить символ (и таким путем определить, 
является а квадратичным вычетом или же квадратичным 
невычетом по модулю р) позволяет следующая теорема 
{критерий Эйлера). 

При а, не делящемся на р, имеем 

Действительно, по теореме Ферма 

aF-i = 1 (mod р), ( в " ^ — 1 ) ( а ^ -i-1 ) = О (mod р). 
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Один И ТОЛЬКО один из сомножителей левой части послед-
него сравнения делится на р (оба сомножителя не могут 
одновременно делиться на р, в противном случае их раз-
ность 2 должна была бы делиться на р). Поэтому имеет 
место одно и только одно из сравнений 

р-1 
а » = l ( m o d p ) , (1) 

р-1 
а 2 1 (mod р). (2) 

Но всякий квадратичный вычет а удовлетворяет при 
некотором X сравнению a^x^lmoAp) и, следовательно, 
также получаемому из него почленным возведением в 

степень сравнению (1). При этом квадратичными 

вычетами и исчерпываются все решения сравнения (1), 

так как, будучи сравнением степени , оно не может 

иметь более ч е м р е ш е н и й . 

Поэтому квадратичные невычеты удовлетворяют срав-
нению (2). 

П р и м е р 1. Имеем 
= 1 (mod 29). 

Поэтому = 1 и 5—квадратичный вычет по модулю 

29 (сравнение jc^s5(mod29) имеет два решения). 
П'р'имер 2. Имеем 

314 (mod 29). 

Поэтому = —1 и 3—квадратичный невычет по моду-

лю 29 (сравнение x̂  = 3(mod29) не имеет решений). 

Далее мы выведем важнейшие свойства символа • 

с. Если fl:=fl!i(mod р), то = • 

Это свойство следует на того, что числа одного и того 
же класса будут одновременно квадратичными вычетами 
или невычетами. 
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41) 1. 
Действительно, 1 = 1® и, следовательно, 1—квадратич-

ный вычет. 

'•т 
р-1 

: ( - 1 ) 

Это свойство следует из b при а = — 1. 
Так как-^^^ четное, если р вида 4m4-l, и нечет-

ное, если р вида 4 т + 3, то отсюда следует, что —1 
является квадратичным вычетом по модулю р, если р ви-
да 4/п + 1 , и является квадратичным невычетом по модулю 
р, если р вида 4 т + 3. 

Действительно, имеем 

/ „h t\ р-^ Р-1 Р-1 

откуда и вытекает наше утверждение. Отсюда следствие: 

- (т) • 
т. е. в числителе символа можно отбросить любой квад-
ратичный множитель. 

g. Чтобы вывести дальнейшие свойства символа Ле-
жандра, мы сначала докажем некоторую вспомогательную 
формулу. Полагая р^ = , рассмотрим сравнения 

а-1 =e i r i (mod р), 
(mod р), 

где Eĵ r,— абсолютно наименьший вычет ах, г^—его мо-
дуль, так что 6 j (= :± l . 
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Числа a l, —а \, а-2, —а 2, ... а-р^, —а Pi обра-
зуют приведенную систему вычетов по модулю р 
(с, §5, гл. III ) ; их абсолютно наименьшие вычеты суть 
^ifir —4Г1, e^rj, —е^Гг, . . . , бр/р,, —ЕрГр .̂ Положитель-
ные из последних, т. е. г „ г^, . . . , должны совпадать 
с числами I, 2, Pi (b, § 4, гл. III ) . 

Перемножая теперь сравнения (3) и сокращая на 

р-1 
получим а = EjCa • - . Ер, (mod р), откуда (Ь) имеем 

( f ) = e i e 2 - - - e p . - (4) 

Далее находим 
2ах 2 ах = 2 

. Р . . Р \ Р J J 
ах 
Р 

+ 

что будет четным или нечетным, в зависимости от того, 
будет ли наименьший неотрицательный вычет числа ах 

меньше или больше ~ р, т. е. будет ли EJ,= 1 или е^ — —1. 

Отсюда, очевидно. 

и потому из (4) находим 

Im *= I 

Предполагая а нечетным, преобразуем последнее ра-
венство. Имеем (а + р—четное) 

= ( - 1 ) 
Л = 1 

Pi Pi 

= ( - 1 ) * = 1 Х=1 



J 2] СИМВОЛ ЛЕЖАНДРА 73 

откуда 

j m - ' -

( f ) ( 7 ) = < - • ) " ' 

+ о 

(5) 

Формула (5) и есть та, которую мы имели в виду дока-
зать. Она позволит нам вывести еще два важнейших 
свойства символа Лежандра. 

ь. ( } ) = ( - . . - • 
Следует из формулы (5) при а=\. 
Но р можно представить в виде p = 8m+s, где s—одно 

из чисел 1. 3, 5, 7. При этом i®^ i±| !=L = 8т« + 2ms + 
о 

gS 1 
Н—g—, что будет четным при s = l и при8 = 7 и будет 

нечетным при s = 3 и s = 5. Поэтому 2 будет квадратич-
ным вычетом по модулю р, если р вида 8 т - f l или вида 
8 т + 7, и будет квадратичным невычетом по модулю р, 
если р вида 8т-{-3 или вида 8т - f 5. 

i. Если р и q—простые нечетные, то {закон взаим-
ности квадратичных вычетов) 

р-1 q-X 

Так как ^ - ^ 2 ^УД^ нечетным лишь в случае, 
когда оба числа р тл q будут вида 4 т + 3, и четным, 
если хоть одно из этих чисел будет вида 4т + 1 , то ука-
занное свойство можно формулировать так: 

Если оба числа р и 9 вида 4т-{-3, то 

(f)-(f) = 
если же хоть одно из них вида 4т -{-1, то 

(f)=(f)-
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Для доказательства заметим, что ввиду h формула (5) 
принимает вид 

Sm 
Полагая теперь <7-1 

(6) 

q ,̂ рассмотрим p̂ q̂  пар чисел. 

получаемых, когда в выражениях qx, ру числа х к у 
независимо друг от друга пробегают системы значений 

* = 1 , 2, pi, у=\, 2  

Никогда не может быть qx = py, потому что из этого 
равенства следовало бы, что ру кратно q, что ввиду 
(р, q) = {y, q)= 1 (так как Q<.y <q) невозможно. Поэто-
му мы можем положить Pi9i = Si4-S2, где S^—число 
пар с qx<,py к Sj—число пар с ру < qx. 

Очевидно, Si есть также число пар с х <^У (этому 

не противоречит неравенство * ^ р „ так как из — i/ < 

следует = Pl). Поэтому 

у=1 

Аналогичным путем убедимся, что 
Pi 

Ж=1 
•^Х 

IP 

Но тогда равенство (6) дает нам 

поэтому 

(f) 
откуда и следует отмеченное свойство. 
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§ 3. Символ Якоби 

a. Полезным обобщением символа Лежандра является 
символ Якоби. Пусть Р—нечетное, большее единицы, и 
P = PiPi ••• р, —разложение его на простые сомножители 
(среди них могут быть и равные). Пусть, далее, (а, Р )= : I. 
Тогда символ Якобн определяется равенстюм 

Известные свойства символа Лежандра дают возможность 
установить аналогичные свойства и для символа Якоби. 

b. Если а = (mod Я), то 

Действительно, 

потому что а, будучи сравнимо с а^ по модулю Р, будет 
сравнимо с а, и по модулям Pi, Pg, р „ которые 
являются делителями Р. 

c. ( i ) - . . 

в самом деле, 

Чтобы убедиться в этом, заметим, что 

р-1 

Р^-1 . Pa-I^ . Рг"^ 
+ . . . + J 

(1) 
НО 

1 P iP « . . - P r—1 
2 2 

2 
Pi —> . P i — 1 . . Р г — I 
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ввиду чего из формулы (1) выводим 

( ^ ) - ( - о ' ^ . 

Действительно, 

собирая символы с одинаковыми числителями, мы и по-
лучим утверждаемое свойство. Отсюда следствие: 

t. ( - ! - ) = ( - О 

pf-i р|-1 ^ ^ р^-1 
Действительно, 

(2) 
но 
Р ^ - 1 Р!Р1..Р'Г-1 

— 8 ~ 
= • • • + 

ввиду чего из формулы (2) выводим 

g. Если Р и Q —положительные нечетные взаимно 
простые, то 

Р-1 Q - 1 
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Действительно, пусть Q = . есть разложение Q 
на простые сомножители (среди них опять-таки могут 
быть равные). Имеем 

S 

п Л (¥)-
а=1 р=1 J 

Но, подобно тому, как в d, находим 

а = 1 р=1 

ввиду чего последняя формула дает 
Р-1 0-1 

h. Рассматривая символ Лежандра как частный случай 
символа Якоби и пользуясь свойствами последнего, можно 
вычислить символ Лежандра быстрее, чем с помощью 
теоремы Ь, § 2, 

Пример . Узнаем, сколько решений имеет сравнение 
x« = 219(mod 383). 

Имеем (применяя последовательно свойства g, b, след-
ствие е, g, b, е, f. g, b, d): 

[383j'~ [219/~ [2l9j~ [219J 

следовательно, рассмотренное сравнение имеет два ре-
шения. 
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§ 4. Случай составного модуля 

a. Двучленные сравнения второй степени по состав-
ному модулю исследуются и решаются согласно общим 
указаниям § 5, гл. IV. 

b. Сначала рассмотрим сравнение 
x » sa (modp « ) ; а > 0 , (а, (1) 

где р—простое нечетное. 
Полагая f {х) = х^—а, будем иметь f (х) = 2х, и если 

X S jci (mod р) есть решение сравнения 
A:» = c(mod/7), (2) 

то ввиду (а, р) = 1 также (х^, р ) = 1 , а так как р—не-
четное, то (2Xi, р) = 1, т. е. /'(Xi) не делится на р. По-
этому к разысканию решений сравнения (1) можно при-
менить рассуждения Ь, § 5, гл, IV, причем каждое 
решение сравнения (2) даст одно решение сравнения (1). 
Из сказанного выводим, что 

Сравнение (1) имеет два решения или же ни одного, 
в зависимости от того, будет ли число а квадратичным 
вычетом или оке невычетом по модулю р. 

c. Далее рассмотрим сравнение 
x « sa (mod2° ) ; а > О, (а, 2 ) =1 . (3) 

Здесь f ' ( x i ) ~2x i делится на 2, и потому рассуждения Ь, 
§ 5, гл. IV неприменимы; они должны быть видоизменены 
следующим образом: 

d. Если сравнение (3) разрешимо, то ввиду (с, 2) = 1 
имеем (х, 2) = 1; следовательно (h, § 2), jc"—1 делится 
на 8. Поэтому, приводя сравнение (3) к виду 

(х^—l) + l s a ( m o d 2 « ) , 

убеждаемся, что для разрешимости этого сравнения не-
обходимо 
a s 1 (mod4) при а = 2; a = l ( m o d 8 ) при а ^ 3 . ( 4 ) 

e. В случаях, когда условия (4) не нарушены, рас-
смотрим вопрос о разыскании решений и их числе. 

Для случаев а ^ З ввиду d сравнению удовлетворяют 
все нечетные числа. Поэтому сравнение = с ( т ^ 2) 
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имеет одно решение: х = 1 (mod 2), сравнение ж* = а (mod 4) 
имеет два решения: jc = 1; 3 (mod 4), сравнение (mod 8) 
имеет четыре решения: 3; 5; 7(mod8). 

Для рассмотрения случаев а == 4, 5, . . . все нечетные 
числа полезно объединить вдве арифметические прогрессии: 

х = ± { 1 + Ю (5) 

(1 +4/3S 1 (mod 4); — 1 —4^3 = - 1 = 3 (mod 4)). 
Посмотрим, какие из чисел (5) удовлетворяют сравнению 
x' = a(modl6). Находим 

( l+4^3 ) « sa (mod l6 ) , 

/3 = 8̂ + 2;,. 
>: = ± ( 1 + 4^; + SQ - ± (X, + St,). 

Посмотрим, какие из последних чисел удовлетворяют 
сравнению x® = a(mod32). Находим 
(x, + 80^sc (mod32) , t, = t: + 2t„ + 
и т. д. Таким путем убедимся, что при любом а > 3 
значения х, удовлетворяющие сравнению (3), представятся 
в виде 

Эти значения к образуют четыре различных решения 
сравнения (3) 

* = Ха; — — 2°"» (mod 2«) 
(по модулю 4 два первых сравнимы с 1, а два последних 
сравнимы с — 1). 

Пример . Сравнение 
A:'' = 57(mod64) (6) 

ввиду 57 s 1 (mod 8) имеет четыре решения. Представляя 
X в виде х = ± ( 1 + 4 ^ з ) , находим 

(1 + S 57 (mod 16), 8̂ 3 ̂  56 (mod 16), 
<3^i (mod2) , ^3=1+2^4. А : = ± ( 5 + 8<,), 
(5 + = 57 (mod 32), 5 - = 32 (mod 32), 

= О (mod 2), = x = = ± i 5 + l 6 Q , 
(5 + 1 et^Y ̂  57 (mod 64), 5 • 32t, ̂  32 (mod 64), 
f , = l(mod2). t,= l+2U, x = ± ( 2 1 + 3 2 f e ) . 
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Поэтому решения сравнения (6) будут: 
^ = ±21 ; ± 5 3 (mod 64). 

f. Из с, d и е следует: 
Для сравнения 

A:2 = o(mod2°); (а, 2 ) = 1 
необходимыми условиями разрешимости будут: а^ 1 (mod 4) 
при а —2, a = l ( m o d 8 ) при а^З. Если эти условия не 
нарушены, число решений будет: 1 при а = 1; 2 при а = 2; 
4 при а^З. 

g. Из Ь, f и из а, § 5, гл. IV следует: 
Для сравнения обш,его вида 

х® = а (mod m); т == ... р^ь; (а, т) = 1 

необходимыми условиями разрешимости будут-. 

a = l ( m o d 4 ) при а = 2, а = 1 (mod8) при а ^ 3 , 

Если ни одно из этих условий не нарушено, число реше-
ний будет'. 2̂  при а = 0 и при а = 1 ; при ос = 2; 
2^+® при а>3. 

Вопросы к главе V 

Буксою р здесь всегда обозначаем простое нечетное число. 
1. Доказать, что разыскание решений сравнения вида 

a * « + f c A : + c = 0 ( m o d / n ) , (2а, / п ) = 1 

сводится к разысканию решений сравнения вида x^^q (mod т). 
2, я. Пользуясь Ь, § 2, найти решения сравнения (в случае его 

возможности) 
x ^ s a(mod/?); р = 4 / п + 3 , 

b. Пользуясь b и h, § 2, указать способ разыскания решений 
сравнений вида 

*2 = a (n ]odp) ; /? = 8/п+5. 

c. Указать возможно более простой способ разыскания решений 
сравнений вида 

*2 = e(niodp): /?=8т+1 
в случае, когда известен некоторый квадратичный невычет JV по мо-
дулю р. 
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d. Пользуясь теоремой Вильсона, доказать, что решения срав-
нения 

* - + ! s : 0 ( m o d p ) ; /?==4/п-|-1 
будут 

± 1-2 . . . 2 т ( m o d р ) . 

3. а. Доказать, что сравнение 

1 ^ 0 (mod/?) (1) 

разрешимо тогда и только тогда, когда р имеет вид 4 m + I ; сравнение 

x2 4-2^0(modp) (2) 
рачреишмо тогда и только тогда, когда р имеет вид 8 т + 1 или 
8m-j-3, сравнение 

x2 4 . 3 ^ 0 ( m o d / ? ) (3) 

разрешимо тогда и только тогда, когда р имеет вид б/п+1. 
b. Доказать бесконечность числа простых чисел вида 4/n+ l . 
c. Доказать бесконечность числа простых чисел вида 6т-|- • • 
4. Пусть, разбивая числа 1, 2, . . . , р—1 на две совокупности, 

вторая из которых содержит не менее одного числа, имеем: произве-
дение двух чисел одной совокупности сравнимо по модулю р с чис-
лом первой совокупности, а произведение двух чисел различных со-
вокупностей сравнимо по модулю р с числом второй совокупностн. 
Доказать, что это будет тогда и только тогда, когда первая совокуп-
ность состоит из квадратичных вычетов, а вторая—из квадратичных 
невычетов по модулю р. 

5. а. Вывести теорию сравнений вида 

*2 = o(mod77«); {а, /?) = !, 
представляя а и х в системе исчисления с основанием р. 

Ь. Вывести теорию сравнений вида 

x® = a (mod2a ) ; (о, 2) = 1. 

представляя а и * в системе исчисления с основанием 2. 
е. Доказать, что решения сравнения 

x® = c ( m o d p « ) ; (с, р) = 1 

будут ± PQ' (mod где 

2 

2V~a 
г" = а (mod р), QQ' = 1 (mod р « ) . 

7. Указать способ решения сравнения (modm), основан-
ный на том обстоятельстве, что указанное сравнение равносильно 
такому: (х—1) ( x - f - I ) ssO (modm) . 

8. Пусть при {а. р) = р. 
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а. При (к, р) = 1 доказэть, что 
р-х 

*=0 

b. Пусть Kaxgioe из чисел е и т] имеет одно из значений ± 1 , 

Т—число пар X, * + 1 , где * = 1 , 2 , Р—2, с условием = ® ' 

=Т1. Доказать, что 

Г = 1 ( р _ 2 - е ( ^ ) - п - Б т , ) . 

c. Пусть (fe, />) = ! , 

X у 

где X и у пробегают возрастающие последовательности, составленные 
соответственно из X и К вычетов полной системы по модулю р. Дока-
зать, что 

Д л я доказательства следует воспользоваться неравенством 

d. Пусть Q—целое, I < Q < р, 

x=0 2=0 ^ ' 

a ) Доказать, что S=z(p—Q)Q. 

P) Пусть Я.—постоянное; О < Я, < 1. Доказать, что число Т чисел 
ряда х = 0 , ! , . . . , р—1 , для которых не выполняется условие 

удовлетворяет условию Г < pQ-*'. 
V) Пусть целое, Q = О < Af, M + 2 Q ' ^ p . Доказать, 

что в ряде 
М, M + i M+2Q—\ 

имеется квадратичный невычет по модулю р. 
в, а. Доказать, что число представлений целого m > 1 в виде 

(X, у) = 1, х>0, у>0 0 ) 

равно числу решений сравнения 

« 2 + 1 ^ 0 (mod т ) . (2) 
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Для доказательства, положив воспользоваться представ-

леяием согласно теореме вопроса 4, Ь, гл. I , и рассмотреть 

сравнение, получаемое почленным умножением (2) на Q^. 
b. Пусть а—одно из чисел 2 и 3. Доказать, что число представ-

лений простого р с условием р > о в виде 
х>0, у>0 (3) 

равно половине числа решений сравнения 

г ^ + а ^ 0 ( т о 6 р ) . (4) 

с. Пусть р имеет ввд 4 т + 1 , (к, р) = 1. 

х=0 

Доказать, что 
а) S (ft)—четное число. 

Г 

р) S ( «== )= (у ) S (ft). 

V ) n p H ( ^ ) - . . ( i ) - . 1 имеем 

10. Пусть D—целое положительное, не являющееся квадратом 
целого числа. Доказать, что: 

a. Если при данном целом ft уравнению 

удовлетворяют две пары целых y = y i и Урав-
нению 

удовлетворяют целые X, Y, определяемые равенством (знак ± вы-

бирается произвольно) 

Х+¥}ГО=.(хг+УгГ^ ± y^VD), 

b. Уравнение (уравнение Пелля) 

x^'-Dy^^l (Л 
разрешимо в целых положительных х, у. 

c. Если хо, Уо—пара положительных х, у с наименьшим х (или, 
что равносильно, с наименьшим х + у У ^ п ) , удовлетворяющая урав-
нению (1), то все пары положительных х, у, удовлетворяющие этому 
уравнению, определяются равенством 

х+уУЪ=(хо+Уо\Г5)^; г= ! , 2, . . . (2) 
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I I . Пусть m > 2, (а, /п)= I, 
ах' "l-t 2П1 -

* = 0 
a. Доказать, что 

если m = l ( m o d 2 ) , 

|5в,1я|=0, если m & 2 ( m o d 4 ) , 

lSc ,ml = y~2m, если яг ̂  О (mod 4). 

b. Пусть (А, р) = 1, М и Q—целье . О < Л1 < 
а ) При любом целом а доказать, что 

'fr 
х=0 

Ах'+ах 

Р) При р > 60, пользуясь теоремой вопроса а ) , доказать, что 

Л1 + у - 1 

х=М 

Ах' 
Kj/'plnp. 

У) Пусть Жо и Qo—целые, О < М^ < M o + Q e < / ' и Т обозна-
чает число чисел Ах"; х = М, М-\-1 A f - j - Q — I , сравнимых по 
модулю р с числами ряда Mq, M q + I , . . . . A f p + Q — 1- Доказать, 
410 при /7 > 60 имеем 

Т-- QoQ i - Q V р (In p ) - , | e i < I. 

6) Пусть (о, р) = 1. Доказать, что 
р-1 

Sa, р — 

. йл 2Л( 
Р 

е) Из теоремы вопроса 11, а следует, что | S o , Т о же 
самое доказать, используя представление равенством вопроса 6). 

т]) Пусть (с, р)=1. Доказать, что при'некотором 6 с условием 
I в I = I, не зависящем от а, имеем 

(f 
щ Пользуясь теоремой вопроса 6), доказать, что 

M + Q - 1 S (т) < |А pin р. 

к) Пусть R—число квадратичных вычетов, а N—число квадра-
тичных невычетов в ряде М, М-\-1, M + Q — I . Доказать, что 

+ = lAplnp. |0|<1. 
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ц) Вывести формулы вопроса Л,), рассматривай сумму 
P - J р - 1 M + Q - 1 Л 1 + Q - 1 __ а(х-ад) 

Е Е I , Z ( I ) ' ' • 
с = 0 а = 1 х=М у=М ^ ' 

V) Пользуясь теоремой вопроса S), при р > 60, Q = [ 6 ] / 1 d 
доказать, что в ряде М , М + 1 M + Q — 1 имеется квадратичный 
невычет по модулю р. 

Численные примеры к главе V 

1, а. Среди вычетов приведенной системы по модулю 23 указать 
квадратичные вычеты. 

Ь. Среди вычетов приведенной системы по модулю 37 указать 
квадратичные невычеты. 

2, а. Применяя Ь, § 2 указать число решений сравнений 
а) х^ = 3 (mod 31); р) (mod 31). 
b. Указать число решений сравнений: 
а ) = 5 (mod 73); р) = 3 (mod 73). 

3, а. Вычисляя символ Якоби, указать число решений сравнений 
а) = 226 (mod 563); р) х^ ^ '429 (mod 563). 
b. Указать число решений сравнений: 
(X) ^ 3766 (mod 5987); Р) х® ̂  3149 (mod 5987). 
4, а. Применяя способы вопросов 2, а; 2, Ь; 2, с, решить сравнения 
а) = 5 (mod 19); р) = 5 (mod 29); у ) 2 (mod 97). 
Ь, Решить сравнения: 
(х̂  л-2 = 2 (mod 311); Р) (mod 277); v) ц (mod 353). 
5, а. Решить сравнение ^ ^ ^ 5 9 (mod 125) способами а ) Ь, § 4; 

Р) вопроса 5, а; у ) вопроса 6. 
Ь. Решить сравнение ^2 = 91 (mod 243). 
6, а. Решить сравнение л:2ееь41 (mod 64) способами: 
а ) d, § 4, Р) вопроса 5, Ь. 
Ь. Решить сравнение 145 (mod 256). 



Глава VI 

ПЕРВООБРАЗНЫЕ КОРНИ И ИНДЕКСЫ 

§ 1. Общие теоремы 

a. При (о, т) = 1 существуют положительные у с усло-
вием (mod m), например (теорема Эйлера) у = ф 
Наименьшее из них называется: показатель, которому 
а принадлежит по модулю т. 

b. Если а по модулю т принадлежит показателю 8, 
то числа 1—аР, .... а^-^ по модулю т несравнимы. 

Действительно, из c ' = c^(modm), сле-
довало бы (modm); 0 < / — к < 6 , что противо-
речит определению б. 

c. Если а по модулю т принадлежит показателю б, 
то c'^sa'»''(mod/n) тогда и только тогда, когда 
Y = Y'(niod6); в частности {при у'= 0), ^ 1 (mod/п) 

тогда и только тогда, когда у делится на б. 
Действительно, пусть г и г^—наименьшие неотрица-

тельные вычеты чисел V и у' по модулю S; тогда при 
некоторых q н qi имеем y = 6q + r, у' — Отсюда 
и из а " s i (mod/и) следует 

а ' = (а®)9 а ' = а'(mod т ) , 
flV' (0,6)9. = дг. (той 

Поэтому а'' = а*' (mod т) тогда и только тогда, когда 
flf = a''i(modm), т. е. (Ь), когда г = г^. 

d. Пусть а по модулю т принадлежит показателю 6. 
Тогда из с ('у' = 0) и из 1 (modm) следует, что 
Ф ( т ) делится на б. Таким образом, показатели, которым 
числа принадлежат по модулю т, суть делители ф(/п). 
Наибольший из этих делителей есть само ф(т) . Числа, 
принадлежащие показателю ф (т) (если такие существуют), 
назьгоаются первообразными корнями по модулю т. 
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§ 2. Первообразные корни по модулям и 2/?" 

a. Пусть р—простое нечетное и Докажем су-
ществование первообразных корней по модулям и 

b. дс по модулю т принадлежит показателю аЬ, 
то принадлежит показателю Ъ. 

Действительно, пусть х" принадлежит показателю б. 
Тогда ^ 1 (mod/п), откуда 1 (mod/п); следо-
вательно (с, § 1), аЪ делится на аЪ, т. е. 6 делится на Ь. 
С другой стороны, 1 (mod m), откуда { х ' У ^ 1 (mod m); 
следовательно (с, § 1), b делится на 6. Поэтому 6 = 6. 

c. Если X по модулю т принадлежит показателю а, 
а у—показателю Ь, причем {а, Ь)—\, то ху принадлежит 
показателю аЪ. 

Действительно, пусть ху принадлежит показателю б. 
Тогда {ху)^ S 1 (mod т). Отсюда xf^tf'^ = 1 (mod m) и (с, § 1) 

1 (mod/n). Поэтому (с, § 1) 66 делится на а, и ввиду 
(6, а) = 1 S делится на а. Так же находим, что S делится 
на Ь. Делясь же на а и на Ь, ввиду (а, 6) == 1 б делится 
и на аЬ. С другой стороны, из (ху)*^ s 1 (mod т) следует 
(с, § 1), что аЬ делится на б. Поэтому Ь = аЪ. 

d. Суиигствуют первообразные корни по модулю р. 
Действительно, пусть 

6г (О 
— все различные показатели, которым по модулю р при-
надлежат числа 1, 2, (р—1). Пусть т—общее наи-
меньшее кратное этих показателей и 

— его каноническое разложение. Каждый множитель 
этого разложения делит по меньшей мере одно число бу 
ряда (1), которое, следовательно, может быть представ-
лено в виде: = Пусть —одно из чисел ряда 
1, 2, р—1, принадлежащих показателю бу. Со-
гласно b число »]/=?/ принадлежит показателю со-
гласно с произведение g = Tii'n2-•-Ль принадлежит пока-
зателю . . . = т. Поэтому (d, § 1) т—делитель 
Р - 1 . 
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Но поскольку числа (1) делят т, все 1, 2, . . . . р—1 
являются решениями (с, § 1) сравнения x ^ s l (modp); 
поэтому, согласно с, § 4, гл. IV, будем иметь р — 1 < т . 
Следовательно, т = р—1 и g—первообразный корень. 

е. Пусть g~ первообразный корень по модулю р. Можно 
указать t с условием, что и, определяемое равенством 
(g+ptY'^^^^+pu, не делится нар. Соответствующее 
g-\-pt будет первообразным корнем по модулю р" при 
любом а > 1. 

Действительно, имеем 

{g + pt)"-' =l+P{T, -gP-'t+pT) = 1 + pu. 
(2) 

где, одновременно с t, и пробегает полную систему вы-
четов по модулю р. Поэтому можно указать t с усло-
вием, что и не делится на р. При таком t из (2) выводим 

{g + pty^P-" = (1 + = 1 + 

где все и ,̂ «з. • • •. «а также не делятся на р. Пусть 
g + pt принадлежит показателю б по модулю р°. Тогда 
имеем (g + pt)'^ = 1 (modp°), откуда, в частности, находим 
g * = l ( m o d p ) . Поэтому (с, § 1) б делится на р—1 и, 
будучи (d, § 1) делителем числа ф (р°) = (р—1), должно 
иметь вид б = р '"* (р— 1), где г—одно из чисел I, . . . , а. 
А так как равенства (2) и (3) показывают, что сравнение 

(Я + P t y ~ ' »> = 1 (mod р°) 

верно при г = а и неверно при г < а , то (d, § 1) б = 
= р°-1(р—1) = ф(р«) и g+pt—первообразный корень 
по модулю р°. 

f. Пусть а ^ 1 ы g—первообразный корень по модулю 
р°. Нечетное go из чисел g и g+p'^ будет первообразным 
корнем по модулю 2р°. 

Действительно, ф(р°) и ф(2р®) равны между собою 
(имеем ф(2р") = ф(2)ф(р°) = ф(р°)); их общее значение 
обозначим буквою с. Далее легко убедимся, что срав-
нения g J = l ( m o d p ° ) и gS= l (mod2p ° ) могут выпол-
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няться лишь одновременно (go—1 делится на 2). А так 
как go—первообразный корень по модулю р" и первое 
сравнение верно при г = с и неверно при г < с, то тем 
самым и второе сравнение верно при г = с и неверно при 
г < с и go—первообразный корень по модулю 

§ 3. Разыскание первообразных корней 
по модулям и 2/?" 

Первообразные корни по модулям и 2р", где р — 
простое нечетное и а ^ 1, можно разыскивать, пользуясь 
следующей общей теоремой: 

Пусть c = ({i{m) и д^, qs, •••, q,^ —различные простые 
делители числа с. Для того чтобы число g, взаимно про-
стое с т, было первообразным корнем по модулю т, необ-
ходимо и достаточно, чтобы это g не удовлетворяло ни 
одному из сравнений 
± — с, 

( 1 ) 
Действительно, если g—первообразный корень, то 

тем самым оно принадлежит показателю с и, следова-
тельно, ни одному из сравнений ( I ) удовлетворять не 
может. 

Обратно, допустим, что g не удовлетворяет ни одному 
из сравнений (1). Если бы показатель б, которому при-
надлежит g, оказался меньше с, то, обозначая буквою q 

один из простых делителей мы имели бы ^ = 
с 

= 1 (mod/7), что противоречит нашему допу-
щению. Значит, 6 = с и g—первообразный корень. 

Пример I. Пусть /п = 41. Имеем ф(41) = 40 = 2='-5, 
40 40 •j = 8, "2 =20. Следовательно, для того чтобы число g, 

не делящееся на 41, было первообразным корнем по мо-
дулю 41, необходимо и достаточно, чтобы это g не удов-
летворяло ни одному из сравнений 

g « ^ l ( m o d 4 1 ) , g " ^ l ( m o d 4 1 ) . (2) 
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Но, испытывая числа 2, 3, 4 находим (по модулю 41) 

2 » = 10. 3 » = 1 , 4 «=18 , 5 » = 18, 10, 
2*®=1, 4 " = 1 , S ^ ^ l , 6 " = 40. 

Отсюда видим, что числа 2, 3, 4, 5—не первообразные 
корни, так как каждое из них удовлетворяет, по край-
ней мере, одному из сравнений (2). Число 6—первооб-
разный корень, так как оно не удовлетворяет ни одному 
из сравнений (2). 

П р и м е р 2. Пусть m = 1681 = 41*. Первообразный 
корень и здесь можно было бы найти, пользуясь общей 
теоремой. Но мы найдем его проще, применяя теорему е, 
§ 2. Зная уже (пример 1), что первообразный корень по 
модулю 41 есть 6, находим 

6 " = l - f 4 1 (3+410, 

( 6 + 4 И ) " = 1 -1-41 (3 + 4W—6«<+41Т)== 1 +41ы. 

Чтобы и не делилось на 41, достаточно взять < = 0. По-
этому в качестве первообразного корня по модулю 1681 
можно взять число 6-1-41-0 = 6. 

П р и м е р 3. Пусть т == 3362 = 2 • 1681. Первообразный 
корень и здесь можно было бы найти, пользуясь о&дей 
теоремой. Но мы найдем его проще, применяя теорему f, 
§ 2. Зная уже (пример 2), что первообразный корень по 
модулю 1681 есть 6, в качестве первообразного корня по 
модулю 3362 можно взять нечетное из чисел 6, 6-[-1681, 
т. е. число 1687. 

§ 4. Индексы по модулям р"' и 2/;° 

a. Пусть р—простое нечетное, т—одно из 
чисел р" и 2р°-\ c~ff(m), g—первообразный корень по 
модулю т . 

b. Если у пробегает наименьшие неотрицательные вы-
четы Y = 0. 1. • • •. с— 1 по модулю с, то g'^ пробегает 
приведенную систему вычетов по модулю т. 

Действительно, g"^ пробегает с чисел, взаимно простых 
с т , и ввиду Ь, § 1, не сравнимых по модулю т. 

c. Для чисел а, взаимно простых с т, введем поня-
тие об индексе, представляющее аналогию понятию о ло-
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гарифме; при этом первообразный корень играет роль, 
аналогичную роли основания логарифмов. 

Если 
а = ^ (modm) 

(считаем у'^0), то у называется ufidencoM числа а по 
модулю т при основании ^ и обозначается символом у = 
= !nda (точнее, Y=indga). 

Ввиду Ь всякое а, взаимно простое с т, имеет неко-
торый единственный индекс v ' среди чисел ряда 

Y = 0, I, . . . , с—\. 

Зная v'. мь1 можем указать и все индексы числа с; 
согласно с, § 1 это будут все неотрицательные числа 
класса 

Y ^ y ' (mode). 

Непосредственно из данного здесь определения индекса 
следует, что числа с данным индексом y образуют класс 
чисел по модулю т. 

д. Имеем 

ХпАаЪ.. !nda + ind64-. . . +indZ(modc) 

и, в частности, 

ind ind а (mod с). 

Действительно, 

а = " (mod m), 6 = g'"'' * (mod m), ' (mod m), 

откуда, перемножая, находим 

ab...l = tad 7 (mod m). 

Следовательно, Ind a+ Ind & + . . • + ind t—один из индек-
сов произведения ab...l. 

е. Ввиду практической пользы индексов для каждого 
простого модуля р (разумеется, не слишком большого) 
составлены таблицы индексов, ̂ о две таблицы; одна — 
для нахождения'индекса по числу, другая—для'нахож-
дения числа по индексу. Таблицы содержат наименьшие 
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неотрицательные вычеты чисел (приведенная система) 
и их наименьших индексов (полная система) соответ-
ственно по модулям р и с = ф(р) = р—1. 

Пример . Построим указанные таблицы для модуля 
р = 41. Выше было показано (пример 1, § 3), что перво-
образным корнем по модулю 41 будет ^ = 6 ; его мы при-
мем за основание индексов. Находим (сравнения берутся 
по модулю 41): 

6 » ^ 1 6» = 1 0 6 " = 18 6^^=16 6»» = 37 
6 ^ = б 6? = 1 9 6 " = 26 6 « = 1 4 б®®=17 
6^=36 6 " = 32 6 " = 33 2 6®* = 20 
6» = 11 б " = 28 6 » ^ 3 4 6 " = 12 6®® = 38 
& = 2 5 4 6«"' = 40 6 " = 31 б®" = 23 
6^=27 6 " = 24 6 " = 35 6''® = 22 6®'= 15 
6® = 3 9 6 " = 21 6 « = 5 6 " " = 9 б®»= 8 
6' = 29 6 " = 33 6 " = 30 63»= 13 б '®= 7 

Поэтому указанные таблицы будут 

р = 41, р - 1 = 2='.5, g = 6 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 26 15 12 22 1 39 38 30 0 , 6 36 ,, 25 27 39 2f 10 19 
1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9 1 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34 
2 34 14 29 36 13 4 17 5 tl 7 2 40 35 5 30 16 14 2 12 31 22 
3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6 3 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7 

20 

Здесь номер строки указывает число десятков, номер 
столбца—число единиц числа (индекса). В графе, общей 
указанным строке и столбцу, помещается соответству-
ющий индекс (число). 

Например, ind25 найдем в графе первой таблицы, 
общей строке с номером 2 и столбцу с номером 5, т. е. 
ind25=4. Число, индекс которого 33, найдем в графе 
второй таблицы, общей строке с номером 3 и столбцу 
с номером 3, т.е. 33=!indi7. 
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§ 5. Следствия предыдущей теории 

a. Пусть р—простое нечетное; т—одно из 
чисел наконец, с=<р(/п). 

b. Пусть (п, c) = d; тогда: 
1. Сравнение 

х" = а(то(! т ) ; (а, m) = l (1) 

разрешимо (и тем самым а есть шчет степени п по мо-
дулю т) тогда и только тогда, когда inda кратен d. 

В случае разрешимости сравнение имеет d решений. 
2. В приведенной системе вычетов по модулю т число 

вычетов степени п есть . 

Действительно, сравнение (1) равносильно такому: 

п ind X = ind а (mod с), (2) 

которое разрешимо тогда и только тогда, когда inda 
кратен d (d, § 2, гл. IV). 

В случае разрешимости сравнения (2) найдем d не-
сравнимых по модулю с значений для ind х; им отвечает d 
несравнимых по модулю т значений для х. 

Таким образом, верно утверждение 1. 
Среди чисел О, 1, с—1, являющихся наимень-

шими индексами вычетов приведенной системы по мо-
дулю т, имеется ^ кратных d. Поэтому верно утверж-
дение 2. 

П р и м е р 1. Для сравнения 

x3 = 23(mod41) (3) 

имеем (8, 40) = 8, причем ind 23 = 36 не делится на В. 
Поэтому сравнение (3) неразрешимо. 

П р и м е р 2. Для сравнения 
jc" = 37(mod;4l) (4) 

имеем (12, 40) = 4, причем ind 37 = 32 делится на 4. По-
этому сравнение (4) разрешимо, причем это сравнение 
имеет 4 решения. Указанные решения найдем следующим 
образом. 
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Сравнение (4) равносильно таким: 
12indjc = 32(mod40), indx = 6 (mod 10). 

Отсюда для ind х найдем 4 несравнимых по модулю 40 
значения: 

ind* = 6, 16, 26. 36, 
соответственно чему найдем 4 решения сравнения (4) 

л; ̂ 3 9 ; 18; 2; 23 (mod 41). 
П р и м е р 3. Числа 

1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40, (5) 
индексы которых кратны 4, суть все биквадратичные 
вычеты (или также все вычеты любой степени п = 4,12, 
28 где (/г, 40) = 4), имеющиеся среди наименьших 
положительных вычетов по модулю 41. Число чисел ряда (5) 
есть 1 0 = ^ . 

4 
С. С утверждением Ь, 1 тесно связано следукяцее. 
Число а есть вычет степени п по модулю т тогда 

и только тогда^ когда 

= 1 (mod'/n). (6) 

Действительно, условие indf l=0(modd) равносильно 

такому: -^IndasO(mode) . Последнее же равносильно 

условию (6). 
П р и м е р . В теореме § 3 невозможность сравнения 

е 

g r « = l ( m o d m ) равносильна условию, что g—невычет 
степени q по модулю т. В частности, невозможность 

сравнения g ® = 1 (mod m) равносильна условию, что g — 
квадратичный невычет по модулю т (ср. Ь, § 2, гл. V). 

d.l. Показатель б, которому а принадлежит по т-

дулю т, определяется равенством (ind с, с) — -^; в част-
ности, принадлежность а к числу первообразных корней 
по модулю т определяется равенством (ind а, с) = 1. 

2. В приведенной системе вычетов по модулю т число 
чисел, принадлежащих показателю 6, есть ф(6); в част-
ности, число первообразных корней есть ф(с). 
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Действительно, б есть наименьший делитель с с усло-
вием а* = 1 (mod т). Это условие равносильно 

6indfl = 0(modc), 

или 

Значит, 6—наименьший делитель с, при котором делит 

indfl, отсюда —наибольший делитель с, делящий ind с, 

т .е . -^ = (inda, с). Поэтому верно утверждение 1. 
Среди чисел О, 1 с—1, являющихся наимень-

шими индексами вычетов приведенной системы по мо-
дулю т, кратными являются числа вида -^у, где 

y—Q, 1, б—1. Условие равносильно 
условию (г/, 6) = 1; последнему удовлетворяет ф (6) зна-
чений у. Поэтому верно утверждение 2. 

П р и м е р 1. В приведенной системе вычетов по мо-
дулю 41 числами, принадлежащими показателю 10, яв-

40 ляются числа а с условием (inda, 40) = = т. е. числа 

4, 23, 25, 31. 

Число этих чисел есть 4 = ф(10). 
П р и м е р 2. В приведенной системе вычетов по мо-

дулю 41 первообразными корнями являются числа а 
с условием (inda, 40) = 1, т.е. числа 

б, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35. 

Число этих первообразных корней есть 1б = ф(40). 

§ 6. Ицдексы по модулю 

a. Для модуля 2 предыдущая теория заменяется не-
сколько более сложной. 

b. Пусть а = 1 . Тогда 2° = 2. Имеем ф(2) = 1. Перво-
образным корнем по модулю 2 будет, например, 1 = 
= — 1 (mod 2). Число 1®==(—1)®= 1 образует приведенную 
систему вычетов по модулю 2. 
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С. Пусть а = 2 . Тогда 2 ° = 4. Имеем гр (4) ^ 2. Перво-
образным корнем по модулю 4 будет, например, 3 = 

1(тос14). Числа (—1)»=1, (—l)» = 3(mod4) обра-
зуют приведенную систему вычетов по модулю 4. 

d. Пусть а > 3 . Тогда 2° > 8 . Имеем ф(2") = 2"-1. 
Нетрудно видеть, что первообразных корней в этом слу-
чае нет; более точно: показатель, которому принадлежит 
по модулю 2° нечетное число х, не превосходит = 
= уф(2" ) . Действительно, имеем 

1 + 16̂ 2, 

1 1 (mod 2«). 

При этом числа, принадлежащие показателю 
существуют. Таким числом будет, например, 5. Дейст-
вительно, 

5=1-1-4, 
5=== 1+8-}-16, 
5 * = l - f 16 4-32«j, 

откуда видим, что ни одна из степеней 5®, 5*, . . . , 
не сравнима с 1 по модулю 2°. 

Нетрудно видеть, что числа двух следующих строк: 

5», 5S .. , 

—5«, —5\ . ., — 

образуют приведенную систему вычетов по модулю 2°, 
Действительно, число этих чисел будет 2-2«-« = ф(2°); 
числа каждой отдельно взятой строки между собой по 
модулю 2° несравнимы (Ь, § 1); наконец, числа верхней 
строки несравнимы с числами нижней, так как первые 
по модулю 4 сравнимы с 1, а вторые с —1. 

е. Для удобства дальнейших исследований мы выра-
зим результаты Ь, с, d в более единообразной форме, 
которая будет пригодна и в случае а = 0. 



§ 6] ИНДЕКСЫ ПО МОДУЛЮ 2® 97 

Пусть 
с=\, Со=1, если а = 0, или а = 1; 
с = 2, = если а > 2 

{таким образом всегда сСо = ф(2°)), и пусть у и у^ неза-
висимо друг от друга пробегают наименьшие неотрица-
тельные вычеты 

Y = 0, . . . . с—1; 7о = 0, Со—1 

по модулям с и Со. Тогда (—l)'>'5v« пробегает приведен-
ную систему вычетов по модулю 2«. 

f. Сравнение 

(—l)v 5Vo ̂  (—l)v'5^«'(mod 2") (1) 

имеет место тогда и только тогда, когда 

Y = y' (mod с), Yo = "VJ (mod c^). 

Действительно, при a = О теорема очевидна. Поэтому 
предположим, что а > 0. Пусть наименьшие неотрица-
тельные вычеты по модулям с и с„ для чисел Y и То 
будут г и Го, а для чисел y' и Yo будут г' и rj. Ввиду с, 
§ 1 (—1 принадлежит показателю с, а 5 принадлежит 
показателю Со), сравнение ( I ) имеет место тогда и только 
тогда, когда ( — = (—1)'"'б*"® (mod 2°), т. е. (ввиду е) 
когда г = г', Го = Го. 

g. Если 
а = (—l)V5v.(niod2°), 

то система y, YO называется системой индексов числа а 
по модулю 2°. 

Ввиду с ^сякое а, взаимно простое с 2« (т. е. нечет-
ное), имеет единственную систему индексов y', YO среди 
СС0 = Ф(2°) пар значений YI YO» указанных в е. 

Зная систему y'. YO. МЫ можем указать и все системы 
индексов числа а-, согласно f это будут все пары y. YO. 
составленные из неотрицательных чисел классов 

Y = y ' (mod с), Yo = Уо (mod Со). 

Непосредственно из данного здесь определения си-
стемы индексов следует, что числа с данной системой 
индексов Y. Yo образуют класс чисел по модулю 2". 
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h. Индексы произведения сравнимы по модулям с и с^ 
с суммами индексов сомножителей. 

Действительно, пусть у {а), Vo(«); Т(0. То(0 — 
системы индексов чисел о, . . . , / . Имеем 

О . . . / = ( — L ) V « ' ) + . . . + V < ' ) 5 V o ( A ) + . . . + V . ( / ) , 

Следовательно, Т (я) + . . . + т (О, То ( « ) + • • • + V o ( 0 — 
индексы произведения а.. Л. 

§ 7. Индексы по любому составному модулю 

a. Пусть m =2«pf.p?i. . каноническое разложе-
ние числа т. Пусть далее с н Сд имеют значения, ука-
занные в е, § 6 ; с , = ф(р°^); g,—наименьший первооб-
разный корень по модулю р"^. 

b. Если 
о = (—l)*5v.(mod2«), 
a^gv . (modp f . ) , . . . . o = ^̂ ^ 

то система у, уо. Тх. Ун называется системой индек-
сов числа а по модулю т. 

Из такого определения следует, что у, Yo—система 
индексов числа о по модулю 2°, а Vi, Ys—индексы 
числа а по модулям . . . , р^». Поэтому (g, § 6; с, 
§ 4) всякое о, взаимно простое с т (тем самым оно взаимно 
простое и со всеми 2", p î р°»), имеет единствен-
ную систему индексов у , vJ, yi, . . .,у'ь среди cc^fi-. = 
= <р (m) систем у, уо. Vi» • • •» Т». которые получим, за-
ставляя Y, Yo. Ti. • • •. Tft независимо друг от друга про-
бегать наименьшие неотрицательные вычеты по модулям 
с. Со, с», . . . , Cft, а все системы индексов числа о суть 
все системы у, у^, Ух, . . . , у^, составленные из неотри-
цательных чисел классов 

T i^THmodc, ) . . . . , Yft = THmodO. 
Числа о с данной системой индексов Yt То. Yi. 

могут быть найдены путем решения системы (I) , а еле-
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довательно (Ь, § 3, гл. IV), образуют класс чисел по 
модулю т. 

c. Так как индексы у, уо, . . . , Тй числа а по 
модулю т являются индексами его соответственно по моду-
лям 2°, р?>, . . . , p^ft, то верна теорема: 

Индексы произведения сравнимы по модулям с, Сд, 
Ci, ..., с^ с суммами индексов сомножителей. 

d. Пусть т = ф{2«) п р и а < 2 и т=уф (2® ) при а > 2 
и пусть h—общее наименьшее кратное чисел т, с̂ , . . . . с .̂ 
При всяком а, взаимно простом с т, сравнение cfi^l 
верно по всем модулям 2°, pf- р°», значит, это 
сравнение верно и по модулю т. Поэтому а не может 
быть первообразным корнем по модулю т в тех случаях, 
когда А < ф (т ) . Но последнее имеет место при а > 2, при 
k> I, а также при а = 2, Л = 1. Поэтому для m > 1 первооб-
разные корни могут существовать лишь в случаях т = 2,4, 
р^', 2р?1. Но как раз для этих случаев существование 
первообразных корней было доказано выше (§§ 6, 2). 
Поэтому 

Все случаи, когда существуют первообразные корни по 
модулю т, превосходящему 1, суть 

т^2, 4, 2р-. 

e. Таблицу индексов можно составить и для любого 
целого положительного т, выписывая соответственно 
каждому числу приведенной системы вычетов по модулю т 
отвечающие этсилу числу значения индексов у, у^, ft, 
(полные системы вычетов по модулям с, с̂ , с̂  с^). 

П р и м е р 1. Построим таблицу индексов по модулю 8. 
Здесь имеем с = 2, Со = 2®~' = 2 и для каждого числа N 
приведенной системы вычетов по модулю 8 будем иметь 

—l)*5Vo(mod8), где у равно одному из чисел О, 1 
(полная система вычетов по модулю с) и равно одному 
из чисел О, 1 (полная система вычетов по модулю Со). 
Находим 

{-\г = \, 
5° = 1 б* = 5 

—5» = 7 (mod 8), —5»^3'(mod'8). 



100 ПЕРВООБРАЗНЫЕ КОРНИ И ИНДЕКСЫ 

Поэтому таблица индексов по модулю 8 будет 

[ г л . VI 

N 1 3 5 7 

V 0 I 0 I 

VO 0 1 1 0 

П р и м е р 2. Построим таблицу индексов по мо-
дулю 40. Здесь имеем 40 = 8-5, причем для каждого 
числа N приведенной системы вычетов по модулю 40 мы 
значения индексов у и найдем в таблице индексов по 
модулю 8 примера I, а значения индекса у^ найдем в таб-
лице индексов по модулю 5, т. е. в таблице 

N I 2 3 4 

VJ 0 I 3 2 

В результате получим следующую таблицу индексов по 
модулю 40: 

N 1 3 7 9 11 13 17 19 

У 0 I 1 0 1 0 0 1 

Vo 0 1 0 0 1 1 0 1 

Yi 0 3 1 2 0 3 I 2 

N 21 23 27 29 31 33 37 39 

V 0 1 1 0 1 0 0 I 

Vo 1 0 1 1 0 0 1 0 

Vi 0 3 1 2 0 3 1 2 

П р и м е р 3. Построим таблицу индексов по модулю 9 
и таблицу индексов по модулю 18. Здесь имеем ф(9) = 
= 6 = 2-3. Число 5 будет первообразным корнем по мо-
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дулю 9, так как оно не удовлетворяет ни одному из срав-
JL JL 

нений б'' S 1 (mod9), 53 = l(mod9). При этом имеем 
(сравнения берутся по модулю 9): 

Б » ^ ! , 5» = 5. 5® = 7, 5̂  = 8, 5̂  = 4, 5® = 2. 

Следовательно, таблица индексов по модулю 9 будет 

N 1 2 4 5 7 8 

У1 0 5 4 1 2 3 

А таблица индексов по модулю 18 будет 

N I 5 7 И 13 17 

У 0 0 0 0 0 0 

Yi 0 I 2 5 4 3 

П р и м е р 4. Построим таблицу индексов по модулю 21. 
Здесь имеем 21=3-7, и для каждого числа N приведен-
ной системы вычетов по модулю 21 мы значение индекса 

найдем в таблице индексов по модулю 3, т. е. в таблице 

N 1 2 

Yi 0 1 

а значение индекса уа найдем в таблице индексов по мо-
дулю 7, т. е. в таблице 

N 1 2 3 4 5 6 

Ya 0 2 , 1 , 5 3 

В результате получим следукяцую таблицу индексов по 
модулю 21: 

N 1 2 4 5 8 10 и 13 16 17 19 20 

yt 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 

yt 0 2 4 5 0 1 4 3 2 1 5 3 
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Вопросы к главе V I 

Буквою р здесь всегда обозначаем простое нечетное число. 
1, а. Пусть о—целое, с > I. Доказать, что простые нечетные 

делители числа аР—1 делят а—1 или имеют вид 2 р * + 1 . 
b. Пусть а—целое, а > 1. Доказать, что простые нечетные дели-

тели числа аР+1 делят а + 1 или имеют вид 2рх+1. 
c. Доказать бесконечность числа простых чисел вида 2рх-\-1. 

d. Пусть п—целое, п > 0. Доказать, что простые делители числа 
2 * " + 1 имеют ввд 

2, Пусть а—целое, а > 1, п—целое, л > 0. Доказать, что 
<р(а"—1) кратно п. 

3, а . Пусть п—целое, п > 1. Из чисел 1 , 2 , п при нечетном 
п образуем перестановки 

1, 3, 5 п—2, п, п—1. п — 3 4, 2; 

1, 5, 9 7, 3 

и т. д., а при четном п образуем перестановки 

1, 3, 5, п—1, п, п—2, . . . . 4, 2; 

1. 5, 9 7,3 

и т. д. Доказать, что к-я операция дает исходный ряд тогда и только 
тогда, когда 2* = ± 1 (mod 2п— 1). 

Ь . Пусть п—целое, п > 1, т—целое , m > 1. Будем считать 
числа 1, 2, . . . . п в прямом порядке от 1 до п, далее в обратном 
порядке от п до 2, затем опять в прямом п(№ядке от I до R, далее 
опять в обратном порядке от п до 2 и т. д. При таком счете выпи-
сываем числа 1-е, ( т + 1)-е, (2т+ 1)-е и т. д., пока не получим п чи-
сел. С зтим новым рядом R чисел понторим ту же операцию и т. д. 
Доказать, что к-я операция дает исходный ряд тогда и только 
тогда, когда 

(mod 2/1—1). 

4, При т = = р теорему 2, d, § 5 доказать, рассматривая сравне-
ние * e = i (modp) (вопрос 10, с, гл . IV ) и применяя с, § 4, гл. П . 

5, а . Доказать, что первс^разныб корень простого числа нида 
2П+1 , п > 1, есть 3. 

b. Доказать, что первообразный корень простого числа вида 
2р-1-1 при р вида 4П-1-1 есть 2, а при р вида 4п-]-3 есть —2. 

c. Доказать, что первообразный корень простого числа вида 
4 р + 1 есть 2. 

d. Доказать, что первообразный корень простого числа вида 

да"-» 
2 " р + 1 при п > 1 и р > — р — есть 3. 

6, а. а ) Пусть п—целое, п ^ О , S = l n + 2 ' ' + . . . + ( ^ > — I ) " . 
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Доказать, что 

5 = 3 — 1 (modp), если п кратно р—1, 
5 = 0 (mod р) в противном случае. 

р) При обозначениях вопросов 9, с, гл . V доказать, что 

(mod р). 

4 / ч; 
Ь. Теорему Вильсона доказать, применяя Ь, § 4. 
7. Пусть g и Si—первообразные корни по модулю р, a i nd^g i ? 

i I (raodp—1). При (a, p) — l доказать, что: 

indg^ a = a ind^ a (mod p— 1). 

8. Пусть m > 1, (a, m) = \. 
a) Пусть 

x=0 

Доказать, что J 51 < У XYm. 

P) Пусть обозначает суммирование, распространенное на 
S 

числа S ряда О, 1, . . . , т—I, взаимно простые с т. Пусть п — 
целое, превосходящее 1, и 

2пг-

X 
5 = 2 ' "" 

Доказать, w o где К—число решений сравнения 
дс "^ I (modm). 

Y) Пусть m = 2 °p " * . . .р"*—каноническое разложение числа т. 
Доказать, что указанное в вопросе Р) число К решений сравнения 

(modm) не превосходит и что в случае постоянного п 
имеем К—0{т«), где е—произвольное положительное постоянное. 

9, а. Пусть (а, р)={Ь, р)—1, п—целое, отличное от 1. 
|п|=п1, 0< П1<р, 

Р - 1 , „ , . E ! L T I ! L 

*=i 
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Доказать, что 

3 — — 

b. Пусть (а, р) = 1, п—целое, jn| = ni, О < Пх< р, М и Q-
целые, О < А1 < M + Q < р. При р > 6Q доказать, что 

Л1+С-1 
в " 

х=М 

1 8 

С. Пусть (а, р ) = 1 , /Ид н Q„—целые, О < М^ < 
М и Q—целые, О < Л1 < Al + Q ^ p , п—целое, 1п| =Лх, О < « i < р. 
Т обозначает число чисел ряда ах", х — М,,, Л1в+1 Mo+Qo—1. 
сравнимых по модулю р, с числами ряда М , A l + l , . . . , A 1 + Q — 1. 
Доказать, что прп р > 60 будем иметь 

Т = Qo<3 , 3 
р 

1 3 

Численные примеры к главе V I 

1, а. Найти (путем возможно более простых вычислений) пока-
затель, которому принадлежит 7 по модулю 43. 

Ь. Найти показатель, которому принадлежит 5 по модулю 108. 
2, а. Найти первообразные корпи по модулям 17, 289, 578. 
b. Найтн первообразные корни по модулям 23, 529, 1058 
c. Найти наименьший первообразный корень по модулю 242. 
3, а. Составить таблицы индексов по модулю 17. 
Ь. Составить таблицы индексов по модулю 23. 
4, а. Найти первообразный корень по модулю 71, применяя 

указание примера с, § 5. 
Ь. Найти первообразный корень по модулю 191. 
Б, а. Пользуясь таблицей индексов, указать число решений 

сравнений: 
а ) jc 'o^TgCmodg?) , р) i7(mod97), у ) 46(mod97). 
Ь. Указать число решений (равнений 
а ) = (mod 41), Pj 7 * ' = 11 (mod 41), у ) Бл:®»^ 37 (mod 41). 
6 , а. Пользуясь таблицей индексов, решить сравнения 
а) *2 = 59(mod67), р) 17(mod67), -у) х ^ о ^ ,4 ( „ - q j 67). 
Ь. Решить сравнения 
а ) 23 * » ^15 (mod7J ) , р) 37*« = 69 (mod 73), 
V) 4 4 * « = 53(mod73). 
7, а. Пользуясь теоремой с, § 5, определить число решений 

сравнений 
а ) 2 (mod 37), Р) ю (mod 37). 
b- Определить число решений сравнений 

а ) * 5 ^ 3 ( m o d 7 1 ) , Р) (mod? ! ) . 
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8, а. Пользуясь таблицей индексов, среди вычетов приведенной 
системы по модулю 19 указать: а ) квадратичные нычеты, Р) кубиче-
ские вычеты. 

Ь. Среди вычетов приведенной системы по модулю 37 указать: 
а ) вычеты степени 15, Р) вычеты степени 8. 

9, а. Среди вычетов приведенной системы по модулю 43 указать: 
а ) числа, принадлегкащие показателю 6, Р) первообразные корни. 

Ь. Среди вычетов приведенной системы по модулю 61 указать: 
о ) числа, принадлежащие показателю 10, Р) первообразные корни. 

10, Составить таблицы индексов по модулям: 
а ) 2. Р) 4. Y) 10. б) 12. е) 15. D >6. ii) 25. 



Глава VII 

ХАРАКТЕРЫ 

§ 1. Определения 

a. Пусть т—целое положительное и с, с^, с^, ..., с^ 
имеют значения, указанные в а, § 7, гл. VI, а R, R^, 

..., обозначают какие-либо корни уравнений 
= 

При {а, т) = 1 полагаем 

= (1) 

sde у, Yo. Ti Tft—система индексов числа а. 
А при {а, т ) > 1 полагаем х (а) = 0. 

Определенная таким образом для всякого целого а функ-
ция X (о) называется характером по модулю т. 

b. Если = = . . . = = = I, т о X называется 
главным характером по модулю т; он имеет значение 1 
при (а, т) — \ и значение О при {а, т ) > 1. 

c. Два характера по модулю т считаются различ-
ными, если по меньшей мере при одном значении а их 
значения не совпадают. 

§ 2. Важнейшие свойства характеров 

а. В первую очередь отметим три следующих свой-
ства характеров: 

а) Х(1) = 1-
Р) X(«l02)=X(«l)X(«2)-
у) Яз Oi = Cj (mod m) следует x (Oi) = x (02) • 

•) Корви >равиения R<'==1 суть числа е " ; s—0,1 , . . . , а — 1 , 
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Действительно, свойство а) найдем из (1), § 1, поло-
жив G = l . При (с^сг, т ) = 1 равенство Р) следует из (1), 
§ 1 и теоремы с, § 7. гл. VI, а при {а^а^, т) > 1 оно 
обращается в тои<дество 0 = 0. Наконец, свойство у) 
является следствием определения системы индексов, дан-
ного в § 7, гл. VI. 

b. Число различных характеров по модулю т равно ф(/п). 
Действительно, указанным в а, § 1 способом получим 

cc^i-•-Ck характеров. При этом при ф(т) > 1 у каких-
либо двух из них, пусть у х' (о) и х" (о), будут различны 
значения R ' и R" по меньшей мере одного из корней 
R, • • •. ^ft- Для числа а, у которого все ин-
дексы равны нулю, кроме лишь одного, отвечающего 
этим R' и R", равного 1, будем иметь (а) = х " = = 
Поэтому характеры (о) и (а) различны и наше утверж-
дение верно. 

c. Имеем 

' ( ф ( т ) для главного характера, 

А^ \ О для других характеров. 

Действительно, применяя формулу (1), § 1, находим 
т - 1 

а=0 V Vo Yi Yji 

где Y, Yo» Ti. •••» Tfc пробегают наименьшие неотрица-
тельные вычеты по модулям с, с^, с^, ..., с^. 

Если X (а) —главный характер, то правая часть равна 
cCoCj.. .Сй = ф (т) . Если же х ( " ) — г л а в н ы й характер, 
то по меньшей мере один из корней R, R^, ..R^ 
не равен 1 и соответствующая ему сумма правой части 
равна нулю. А вместе с нею равна нулю и вся правая 
часть. 

d. Распространяя суммирование на все (р(т) различ-
ных характеров, имеем 

J ф(т ) при o = l ( m o d m ) . 
^ X («) =" О в противном случае. 

Действительно, теорема верна при {а, /п) > 1, так 
как в этом случае имеем х ( « ) = 0- Теорема верна и при 
o = l ( m o d m ) , т. е. в случае Y = Yo = T i = • - • = Т л = 0 ; 
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ЭТО следует из а), а, § 2 и Ь, § 2. Остается рассмотреть 
лишь случай (а, т)== 1, но при условии, что а несрав-
нимо с 1 по модулю т , т. е. при условии, что среди 
чисел у, Yn. Yi» • • -. У к имеется по меньшей мере одно y' . 
не равное пулю. Но из (1), § 1 следует равенство 

* « «1 «ft 

которое и доказывает теорему, так как .среди сомножи-
телей его правой части имеется сумма, отвечающая ука-
занному y ' , равная нулю. 

е. Характеры по модулю т обладают следующими 
свойствами: 

а) Если Хо(я) — характеры, Хо(о)х(®')—'«акясе 
характер. 

Р) Если Хо(о)—характер и х(а) пробегает все харак-
теры, то Хо (о) X также пробегает все характеры. 

Y) При {I, т) = 1 имеем 

^(д) I (р(т) в случае a = f(modm), 
^ " \ О в противном случае. 

Действительно, пусть R', RI, R[ Rk » R, Ro> 
Ri, . . . , R^—•значения корней, входящих в определение 
характеров Хо(«) и х ( « ) Тогда Хо («) X (о) —характер, 
у которого соответствующими значениями корней яв-
ляются R'R, ReRo, R[Ri, . . . , RkR^. При этом, если 
каждое R, R^, R^, ..., R^ пробегает все свои значе-
ния, то и каждое R'R, R'oRo, RiRi, . . . , RkR,, в неко-
тором порядке пробегает те же самые значения. Свойства 
а) и Р) установлены. 

Далее, найдя I' из условия zr = l(modm), выводим 

Х{1) 2- х(Ох{П * * 

[ ф(т ) в случае G = Z(modm), 
О в противном случае. 

Свойство y) также установлено. 
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f. Характером по модулю т является всякая функ-
ция чр (а), определенная для всех целых а и удовлетворяю-
щая условиям: 

а) г1)(о)=0, если (а, т)>1, 
Р) не равна тождественно пулю, 
у) = 
б) '^(Oi) —'Ф(«2). ^сли OiSOa (modm). 
Действительно, согласно Р) существуе! такое а ,̂ для 

которого tlJCao) не равно нулю. Из с„ = Оо-1 согласно у) 
находим = 'ф(о„)-г1)(1). Отсюда, разделив почленно 
на i|j(ao). получим i))(l) = l . 

Пусть а—любое число с условием (а, т ) = 1 . Опре-
делив а' сравнением аа' = I (modm), согласно y) име-
ем 1)) (а) 1)) (а') = 1. Отсюда следует, что ij)(a) не равно 
нулю. 

Заставляя а пробегать приведенную систему вычетов 
по модулю т, а X пробегать все ср ( т ) различных харак-
теров, рассмотрим сумму 

//_ V V f / • 

Замечая (d), что {/„ = ф(т ) при a ^ l ( m o d m ) и U„ = 0 
в противном случае, получим Я = ф ( т ) , откуда, пред-
ставляя // в виде 

11) (а) 

убедимся в существовании по меньшей мере одного х—Хо 
с Fjj, не равным нулю. При этом при каждом а, с усло-
вием (Oi, т) = 1 будем иметь 

1/ — V Хо (fl) __ У Хо ("1") ^ Хо (fli) 1/ . 

1 = 
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отсюда и из а) следует, что функция i]5(Oi) для каж-
дого Oi совпадает с характером Xo(o!i). 

П р и м е р 1. Построим все ф(5) = 4 характеров по 
модулю 5 (для каждого характера выписываем значения, 
отвечающие числам полной системы вычетов по модулю 5). 
Здесь корнями уравнения р* = 1 будут 

Po = f 
. о 

2Л1 
4 = 1, 

!«lt-f , Mti-f 

А таблица индексов по модулю 5 (с основанием 2) будет 

N 1 2 3 4 

V I 0 1 3 2 

Поэтому таблица значений характеров, отвечающих кор-
ням р„, Pi, Pa, Pg, будет 

N 0 2 3 4 

to 0 1 1 1 

Xi 0 i —i —1 

X2 0 - 1 —1 • 1 

Xs 0 - I —i - 1 

П р и м е р 2. Укажем все ф(21) = 2-6 = 1 2 характеров 
по модулю 21. Здесь корень уравнения 1 имеет 

2 значения: /?<,, = е ; s = 0, 1, а корень Rc, уравнения 

1 имеет 6 значений: R^^^e s = 0 5. При 
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ЭТОМ характер, отвечающий какой-либо из 12 пар зна-
чений R̂ ^ и R^̂ , будет (пример 4, е, § 7, гл. VI): 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

X 0 1 

Rc, 

Rc. 0 1 Rci 

Rl. 

0 0 Rc. 
I 

0 

N 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

% 1 

Rci 

Rcr < 0 1 0 0 A Rc% 

Rc, 

0 1 Rc^ 

Здесь значение характера, отвечающее какому-либо 
числу N, взаимно простому с 21, получаются перемно-
жением степеней чисел R̂ ^ и помещенных ииже этого 
числа N. 

Вопросы к главе V I I 

1. Пусть х(а)—неглавный характер по модулю р, отвечающий 
ani-i-

корню R = e уравнения \ (следовательно, при а, крат-
ном р, как X (о), так и X (а) = ( / ( ' ' ) ) с ч и т а ю т с я равными нулю), 

а ) При (ft. р) = \ доказать, что 

P-J  

Р) Пусть Q—целое, 1 < Q < р, 

*=0 г=0 
Доказать, что S = (p—Q)Q. 2. Пусть X (а)—характер по модулю р, 

P-I « t i ^ 
Л х м е р. 

*=1 
а ) При (а. р) = 1 доказать, что | | = для неглавного 

характера н L'o,^, — — 1 для главного характера. 
Р) Пусть xf")—иег.павпый характер по модулю р к (а, р)—\. 
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Доказать, что 

•у) Пусть р имеет вид р=Ат-{-\ (следовательно, р—1=4т), 

R = e Р-»=е 

*=1 

Доказать (ср. вопросы 9, а и 9, с. гл. V) , что р — где А 
и В—целые, определяемые равенством 5 = ^ 4 - В » . 

6) Пусть л—делитель числа р—1,1 <п<р—l,v=— , (а, р)=1, 

наконец, л:̂  пробегает числа приведенной системы вычетов по мо-
дулю р с условием i n d * j = s ( m o d n ) . Доказать, что 

3. Пусть я—целое, я > 2, (о, т) = 1, 

« 6 
где X пробегает полную, а g пробегает приведенную системы вычетов 
по модулю т (ср. нопрос 12, а, гл. П1). 

а ) Пусть б = ( п , р—1) . Доказать, что 

Р) Пусть S—целое, 1 < s < n , (п, р ) = 1 . Доказать, что 

•j>) Пусть я—целое, s > п. Доказать, что 

б) Доказать, что 

i - i 

где С зависит только от п. 
4. Пусть М и Q—целые, О < М< M + Q^p, р > 60, х ( а ) — 

неглавный характер по модулю р. 
а ) Доказать, что 

M+Q-1 _ 
2 XW <Vp{.lap-i). 

х=М 
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Р) Пусть я—делитель числа р — 1 , 1 < п< р— 1, , p>36 n®, 

наконец, Xs пробегает числа приведенной системы вычетов по мо-
дулю р с условием i n d * 5 = s ( m o d « ) . Доказать, что число чисел Xg, 
заключенных среди чисел М , . . . . jW + Q—1, выражается формулой 

•у) При условиях вопроса Р) показать, что при Q = 
среди чисел М . . . . . A l + Q — 1 находится по меньшей мере одно 
число Xs-

б) Пусть k—число простых делителей числа р—1 и N—число 
первообразных корней по модулю р, заключенных среди чисел 
М , . . . . M + Q —1. Доказать, что 

в) Пусть M l н Qi—целые, О < Mi < A l i + Q i < p — 1 , J—число 
чисел ряда indiW, . . . , ind( iW4-Q—1), заключенных среди чисел 
ряда M l . . . . . M i + Q j — 1. Доказать, что 

- f ^ ^ - ^ + e V p i i n p h |e|<i. 

т)) Доказать существование постоянного Ро с условием: если 
р> Ро. п—делитель р—1, 1 < я < р — 1 , то наименьший из поло-
жительных невычетов сгепенн п по модулю р будет 

-1- i - i -
< Л ; (1пр)2, с = 2 е 

5. Пусть m > 1, (а, w i ) = I , я—целое, п > О, К—число реше-
ний сравнения (mod/л) 

в случае, когда % (х)—неглавный характер по модулю т , доказать, 
что 

6. Пусть g пробегает первообразные корни по модулю р, заклю-
ченные в приведенной системе вычетов, (с, р) = 1, k—число различ-

ных простых делителей числа р — = " , 
е 
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а ) Доказать, что 

р-

Р) Пусть М и Q—целые, 0 < М < Л 1 + 0 < р . Доказать, что 
число Т первообразных корней, находящихся в ряде М . . . . , M + Q — 1, 
выражается формулой 

1 191 <1. 

Численные примеры к главе V I I 

1. Указать все характеры по модулям: 
а) 2. Р) 4. Y) 8. 6) 9. е) 10. т]) 40. 
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Решения к главе I 

1. Остаток от деления ах-{-by иа d, имея вяд ах'-\-Ьу' и будучи 
меньше d, непременно равен нулю. Поэтому d—делитель всех чисел 
вида ax-\-bi/ и, в частности, общий делитель чисел a - l + f c - 0 = a и 
a - 0 + b - l = f c . С д)угой стороны, выражение для d показывает, что 
всякий общий делитель чисел а и b делит d. Поэтому d — {a, b) и 
верна теорема 1, d, § 2. Теоремы е, § 2 выводятся так. наименьшее 
положительное число вида атх-\-Ьту есть атхо-\-Ьту(^ наименьшее 

положительное число вида У У"' Обобщение 

этих результатов тривиально. 
2. При р=2 утверждение очевидно. Пусть р> 2 к утверждение 

справедливо для всех простых чисел, меньших р. Докажем его для р. 
Если а не делится на р, Ь не делится на р, то по с. § 1 a = aip-\-a\, 
О < Oj < р, b=b2p-\-bx. О < < р. Следовательно, по 2, § 1 « i b i 
делится иа р, т. е. 

a ib i=pm, т—натуральное число. 

Каждый простой делитель чисел Ь\ меньше р, поэтому по индук-
ционному предположению он делит т . Производя сокращения, при-
ходим к равенству 

l=pmi, 
которое противоречиво, а это и доказывает наше утверждение. 

3. а. Действительно, всегда будш иметь 

откуда найдем 
T—^s+i < I 6 ^ - 6 ^ + 1 1 . 

dQs+i QsQs+i 
b. При и ^ б теорема очевидна, поэтому предполагаем я > 6. 

Имеем _ 

Е = =1.618...; IogioE=0, 2. ...; 

Qs&Qa+l 3=-& = 2>|. 
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Отсюда 

loglo S 

4, a. Для дробей и имеем 0 - 1 — Ы = — I . Вставляя между 

А С Л I С 
дрсбями ^ и д- условием AD—BC ——1 дробь имеем 

AiB+D)—B{A + C)=(A + C)D—{B+D)C =—l. Поэтому верно 

утверждение, отмеченное в конце вопроса. Существование дроби - j -

(2 k с 

С условиями ' J • невозможно. В противном случае 

мы имели бы J^ ® £ с Q ^ b+d J_ 

d l ^ l d ' T T - " ltd ^bd' 

b. Очевидно, достаточно рассматривать случай 0 < а < 1. Пусть 
а с а с , ^ 

г д е - у и ——соседние дроби ряда Фарея, отвечаю-

щего г. Возможны два случая: 
g g+c. а+с с 

Поэтому верно одно из дэух неравенств 

1 а 
« - у b{b+di-

а-

откуда ввиду b+d > г указанная теорема следует непосредственно, 

с. В случае, когда а—несократимая дробь с условием 

b < г , за ^ можно принять саму дробь . В противном случае за 

Р Р 
jif- можно принять подходящую дробь - j f - с условием < Q j + i . 
V 4s 

5, а. Нечетные простые числа при делении на 4 дают остаток I 
или же 3. Произведение чисел вида 4 т + 1 имеет вид 4 т + 1 . Поэтому 
число Api . . . Pff—1, где Pi, . . . , pk—простые нида 4 m + 3 , наверно 
имеет простой делитель q вида 4/71+3. При этом q не совпадает _ ни 
с одним из чисел pi, . . . , Pff. 

b. Простые числа, превосходящие 3, имеют вид 6/71+1 или же 
6 т + 5 . Число Gpi . . . Pk—>. где pi, . . . , р^—простые вида 6/71+5, 
наверно имеет простой делитель q вида 6 ;п+5. При этом q не совпа-
дает нн с одним из чисел pi, . . . , р/;. 

6. Пусть pi, . . . , pf,—какие-либо к простых чисел и N—целое 
с условиями 2 < N, {3 In < N. Число чисел а ряда 1,2 N, 
каноническое разложение которых имеет вид а = . . . ввиду 
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In Л/ 
а^ < , не больше чем 

Поэтому в ряде 1, 2, . . . , N найдутся числа, в каноническое разло-
жение которых входят простые, отличные от Pi  

7. Например, такие последовательности получим при 
M = 2-3...{K+l)t + 2; < = 1 , 2 , . . . 

8. Взяв целое дго с условием, что при / ( * ) > • н 
/ ' ( * ) > 0 . положим }(Хв) = Х. Составными (кратными X) будут все 
числа f(xo+Xty, /=1 , 2, . . . 

9. а. При наличии (1) одно из чисел у, пусть именно х, будет 
четным; из 

2 2 

где, очевидно, — ' • убеждаемся в существовании по-

ложительных целых ы и 1» с условиями 

Отсюда следует необходимость условий, указанных в вопросе. 
Достаточность этих условий очевидна. 
Ь. Условимся здесь обозначать буквами лишь целые положитель-

ные числа. Допустив существование систем х, у, г с условиями 
= х>0, у > О, г > О, (х, у, г) = 1, выберем из них систему 

с наименьшим г. Предполагая х четным, найдем л® = —v^, 
и > f ^ 1, (и, f ) = 1, где V—четное (при четном и было бы y^=4N - f I , 
u2 = 4Wi, ti®=4Ws-I-l, 4/V-I-I=4Wi—4Л?2—U что невозможно). 
Отсюда u — zf, v = 2w^, y'^-\-4aA = zt, 2w^=2UiVi, Ui—-cf, = 
* l + « / i = 2 f , что ввиду 2 i < г невозможно. 

Из неразрешимости уравнения + = как частный случай, 
очевидно, следует и неразрешимость уравнения = в целых 
положительных у, t. 

10. Полагая x — -j-l {k, = находим 

k"+aik"-4-\- ... -f = 

Поэтому k" кратно I и, следовательно, /=1. 
11, а. Пусть Л—наибольшее целое с условием и Р—про-

изведение всех нечетных чисел, не превосходящих п. Число 

представится суммою, все слагаемые которой, кроме — , суть 
2* 

целые числа. 
Ь. Пусть k—наибольшее целое с условием и Р — 

произведение всех взаимно простых с 6 чисел, не превосходящих 



118 РЕШЕНИЯ ВОПРОСОВ 

2я+1 . Число 3>'-^PS представится суммою, все слагаемые которой, 

кроме суть целые числа. 

12. При теорема проверяется непосредственно. Поэтому 
достаточно, считая прн п > 8 теорему верной для биномов а + Ь, 
(а+6)® доказать справедливость теоремы и для 
бинома ( а + Ь)". Но коэффициенты разложения этого бинома за исклю-
чением крайних, равных 1, суть числа 

^ п(п—1) п (я—1) . . . 2 
1 ' 1-2 1-2...(п—1)" 

Для нечетности же всех этих чисел необходимо и достаточно, 
чтобы нечетными были крайние из них, как раз равные я, и чтобы 
также нечетными были числа, получаемые вычеркиванием нечетных 
сомножителей из числителей и знаменателей оставшихся чисел. Но, 
полагая п = 2я1-|-1, эти числа можно представить членами ряда 

я, Яд(Я1—1) Я1(Я1—1) . . . 2 
1* 1-2 1 -2 . . . ( я1—1 ) " 

Последние же ввиду Пх < п будут все нечетными тогда и только тогда, 
когда я, имеет вид 2"—1, т. е. когда я имеет вид 2(2*—1)-Ь1 — 
= 2*+1—1. 

Решения к главе 11 

1, а. На ординате точки кривой y—f{x) с абсциссою х лежит 
[/ (* ) ] целых точек указанной области. 

b. Указанное равенство следует из Ti-{-T2=T, где Ti, Т^, Т 
обозначают числа целых точек областей 

О Р 
0<*<^, G<y х-

Р О 

0<y<Y< 

0 < х < | - , 0 < у < ~ . 

c. Указанное равенство следует из 

где Тх, Tz, T i , Т^ обозначают числа целых точек областей 

л: = 0, 0<у<г; 

1^2 
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d. Указанное равенство следует нз Т = где T i , Т^, 
Та обозначают числа целых точек областей 

0<г/<1^п, 

О < * < ] / • « , 

e. В случае треугольника, не имеющего других целых точек, 
кроме вершин, теорема тривиальна. К этому же случаю сводится и 
случай каждого выпуклого многоугольника. А случай иевыпуклого 
многоугольника путем соединения прямолинейным отрезком некоторой 
пары его вершин можно свести к случаю многоугольника более про-
стого вида. 

2. Число целых положительных чисел, не превосходящих я, 
равно [я ] . Каждое из них единственным способом представляется 
в виде *й'",_где k—целое положительное; при этом данному * отве-

3. Докажем необходимость указанных условий. Число значений 
N 1 

* с условием [ a x ] ^ N можно представить в виде — < — , 

а число значений у с условием [P j/ ]</V можно представить в виде 
1 Л̂  Л̂  

• 5 - f V . 0 < я , , < -о-. Из — + = даля на /V и переходя 
Р Р а Р 

к пределу, прн N—>-оо п о л у ч и м — - f - p - = 1 • Последнее равенство 

при рациональном ( а > 6 > 0) дало бы (а6] = [ Р ( с — 6 ) ] . По-

этому а и р не могут быть рациональными. 
Пусть указанные условия выполнены. Пусть с—натуральное чис-

С с 

ло. Пусть * о = — н —наименьшие целые числа с ус-

С с ловнем -̂ о > — t J/o > • Очевидно, [ а л ] не равно с прн не равном 
*о. и [Р«/] не равно с при у, не равном у^; при этом О < | < 1, 
0 < 1] < 1, а | и рт]—иррациональные. Ввиду *о+ {/о=с-|-Ц-т1 имеем 

1 + т) — 1, — 1. Поэтому одно и только одно из чисел [oucq] 

и 1Р</о1 равно с. 
4.а. Упомянутые разности при {ах/} > О равны 

{обх,), {afe—*i) } , .... {a(*t—*t_i)}, {-owrt}. 
Они неотрицательные, их сумма равна 1, их число равно / + 1. 
Поэтому по меньшей мере одна нз этих разностей не превосходит 

y q j j - < . Но она имеет вид { a v ' } = a * ' — у ' , где целое число 
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С условием о < | * ' К т и у'= [ах'\. Поэтому, обозначая буквой h 

то из чисел 1 и —1, при котором hx' > О, будем иметь \ahx'—%' | < 

< — . Отсюда, обозначая буквами Q а Р частные от деления hx' и 

Ну' на {hx', hy'), получим 

l o Q - P K - i ; 0 < Q < T . 

откуда и следует упомянутая в вопросе теорема. 
Ь. Полагая = [Xi], /2 = [Тг] fft = [т^] и заставляя х^, х^, . . . 

. . . , x/i пробегать значения 

>:i=0, 1, ...; <t; *2=0, 1 tz, ...; *ft=0, 1, .... t̂ , 

рассмотрим ряд, образованный расположенными в неубывающем по-
рядке числами { a i * i + a 2 A f 2 + и числом 1. Составляя раз-
ности, образованные соседними такими числами, получим ( ^ i + l ) X 
Х ( / 2 + 1 ) ••• ( ' л + 1 ) разностей. По меньшей мере одна из них не 
превосходит 

! < _ _ _ ! _ (^1+ 1) (^2+ 1) . . - 1) ̂  ТгТ2 ...х^-

Но она имеет вид { 0 1 * 1 + 0 2 * 2 + . . . г д е х'г, х'г. ...,Xk — 
целые числа с условиями |Х2|<Т2, . . . . не 

равные нулю одновременно. Полагая [ a i * i + « 2 * 2 + • • • + a^Xft] = у ' и 

обозначая символами |i, |г, . • •, т] частные от деления хи *2. • . . 

.... xk, у' на ( * ь x'i x'k, у'), получим 
I I 0,11 + 0252+..-+0^1^ — 111 < 

Т1Т2 . . . Tfe 

чго и доказывает указанную в вопросе теорему. 
5. Имеем а = С 9 + г + { а } ; 0<г < с. 

М 
с = Ч. 

б.а. Имеем [ а + ( ? + . . . = [ а ] + [ Р ] + . . . + ( Х ) + [ { а } + 

Ь. Простое р входит в п!, а!, . . . . II с показателями 

+ п 
~Р 

При этом 

Р + 

р^ 

+ • 

+ ...+ 

Р 
+ Р-

+ ... 

pS 
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7. Допуская, что число а с указанными свойствами существует, 
представим его в виде 

0 < 9 Л < Р , G<qi<p, 0 < 9 О < Р . 0<q'< Р-

Согласно Ь, § 1 должно быть 

Далее при любом s = l , 2, . . . . т имеем 

Поэтому последнее выражение для h должно полностью совпасть с 
указанным в вопросе. 

8,а. П у с т ь ц е л о е , Q < a < * ! < а < р 1; интег-
рированием по частям находим 

= Р ( Р ) / ( Р ) - Р ( А ) / ( А ) - О (Р) Г ( Р ) + О ( А ) f ( А ) + ^ О ( Х ) f ( Х ) dx. 
а 

В частности, при переходя к пределу, имеем 
*1+1 J 1 *i+i 

- 5 / Ы + S c(x)r(x)dx. 

Указанная формула теперь получается без нсякого труда. 
b. Переписав формулу вопроса а в виде 

R 
2 f(x)=U(x)dx+p{R)f(R)-p(Q)nQ)-

Q<x<R 
ОО OS 

- о (R) Г ( / ? ) + о (Q) f (Q) + J о(>г) r w dx- 5 о {X) Г (X) dx. 

Q R 

убеждаемся в справедливости указанной формулы. 
c. Применяя результат вопроса Ь, находим 

In 1 + 1п2+... + 1пп=С+п1пп—п+ 

+ у |пп+J ^^dx—nln п~п+0 (Inn). 
п 

9.а, а ) Имеем (Ь, § 1) 

Здесь правая часть представляет сумму значений функции In р, 
распространенную на целые точки (р, s, и) с простыми р области 
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Р > о, S > о, о < . Часть этой суммы, отвечающая данным 

S н и, равна в ^ ) часть, отвечающая данному и, равна 

Чг)-
Р) Применяя при результат вопроса а), имеем 

l n ( [ n ] l ) - 2 I n ( [ | . ] l ) = 
= ^ ) + ^ ( I ) ( Т ) + ... ^ ^ (п ) -^ ( у ) . 

Полагая - ^ j =т, отсюда находим {\п]=2т, илн [ n ] = 2 m + l ) 

t w - f w - l ) ( - J ) +1 ' ( т ) + 

Y) Имеем (решение вопроса Р) и результат вопроса 8,с) 

= [п] l n [ n ] - [ n ] - 2 In 

..=ln In ! ..=ln 

( n 
.2 . 

+ 2 
n 
2 + 0(lnn) = 

= n In 2+0 (Inn). 

In n 

Далее, при s > 2 находим (вопрос Р)) 

e C / » ) - e ( ' / | : ) + e C / f ) _ 

+ [ < всегда, 

\ Г 4 / " ' " " • = 0 при s > T , т= 

Поэтому 

< zVn +2^n +2i/n +... +2i/n < 2iVn +T^n) = o(K/j)-

In 2 
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b. Следует из равенства (1), неравенства вопроса а, Р) и ра-
венства вопроса 8,0. 

c. Равенство вопроса b при достаточно больших т дает 

т<Р<т* т<р<,т* 

Если ДЛЯ всех пар р„, p „ + i с услонием т < р„ < имело 
бы место неравенство р„+% > Рп(1 + 8), то было бы 

l^o-O+B) 

что при достаточно больших т невозможно. 
d. Очевидно, достаточно рассматривать лишь случай, когда я — 

целое. 

Полагая при г простом н у ( г ) = 0 при г — \, или 

при г составном, имеем (вопрос Ь) 

У ( 1 ) + Т ( 2 ) + . . . + Т W = In г + а (г); f а (г) | < С „ 

где Ci—постоянное. Отсюда при г > 1 

Y (г) = In г—In ( г— 1 ) + а (/•)—а ( г— 1), 

V ' — г _1_т • г V I n r — 1 п ( г — 1 ) 

0<р<я 1<г<я 
Г = V о 

® ^ 1п /• 
1<|-<я 

Имеем (8, Ь) 

^ ^ ^ S П л т " ^ S (2/^2 Ш г + З г М п 
1 < г< я 1 < г< п 

= С , + . п 1 п „ + 0 

где Са—постоянное. Далее находим 

откуда следует, что 

где Сз—суыма абсолютно сходящегося ряда 
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е. Имеем 

= С'—1п III п + О [ihi) • 

где С—постоянное. Отсюда, полагая С = In Со, мы н получим ука-
занное равенство. 

f. Полагая п = { 1,5s Ins] н обозначая символом п (п ) число про-
стых чисел, не превосходящих п, нз равенства вопроса 9, а, v ) вы-
водим (С—положнтельное постоянное число) 

, , п 1 п 2 — С / п " 

что больше S, если $о выбрано достаточно большим. Отсюда следует, 
что ps при s ^ S q находится среди простых чисел, не превосходящих п. 

g. Пусть qi, 92, ••-, 9s—различные простые делители числа а. 
Находим: 2-3-4 . . . ( я + 1 ) < о откуда (вопрос 8, с) 

(s-f 1) In (sH- l ) + 0 ( s 4 1 ) < 1 п й , s = 0 (In а). 

Поэтому (вопросы е й ! ) 

ф(а) 
( ' 4s) 

г^г-7 7 г - Т = 0 (In Р , ) = 0 (In In fl). 

10, a. Следует нз d, § 2. 
b. Ввиду в (1 ) = 'ф(1) = 1 условие 1, а, § 2 для функции в (с) 

выполнено. Пусть а^агСг—одио из разложений а на два взаимно 
простых сомножителя. Имеем 

S 2 0(̂ хЙ2) = г1)(а)-г1)(й1)ф(й2)= S S (1) 
rfi \о« \о, d, \а, d, \а. 

Если условие 2, а, § 2 выполнено для всех произведений, меньших 
е, то при didg < а имеем 6 (dirf2) = 6 ( 4 ) 6 н равенство (1) дает 
е (0i02) = 6 (a i ) 6 (02), т. е. условие 2, а, § 2 выполняется и для всех 
произведений fliOz, равных а. Но условие 2, а, § 2 выполняется для 
единственного произведения Ы , равного 1. Следовательно, оно вы-
полняется и для всех произведений. 

11, а. Пусть m > 1; для каждого данного делящего а, неоп-

ределенное уравнение . . . x „ ^ i x „ = a имеет решений. 

Поэтому 

«т\в 
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НО когда пробегает все делители числа с, то d = ^ в обратном 

порядке пробегает те же делители. Следовательно, 

Поэтому (вопрос 10, а) если теорема верна для функции T„,_J(C), 
то она верна и для функции г^ (а). Но теорема верна для функции 
T i (a ) = l . Значит, она верна всегда. 

Ь. Если теорема верна для функции то имеем 

s=0 s = 0 • • • ' 

__(а+1)(а+2)--(а+/п) 
1-2.. m 

Следовательно, теорема верна и для функции r ^ + i (р")- Но теорема 

верна для функции Тг (р " ) ^очевидно равной - Ц — ^ • Поэтому она 

верна всегда. 

с. Пусть Б = /«82, 62 = 2Т], . . . p^ft — каноническое разло-

жение числа а, причем pi, . . , рц расположены в возрастающем по-
рядке. Для функции Тг (с) ~ х (а) имеем 

т(о) ai+1 «2 + 1 «fc+1 

Предполагая для простоты рассуждений, что е < 1, убеждаемся, что 
каждый из сомножителей произведения, стоящего справа, меньше 

1 
— ; сомножители ^ с условием г > 2*' меньше 1. Поэтому, 1) 

9 " 

• 
полагая С— ( - ^ j , находим 

I M < C , lim Urn 4 = 0 . 
а^ а ->- й"» а -» оо СП 

При т > 2 , очевидно, имеем т», ( о ) < (т(в)) 'я. Поэтому 

d. Системы значений Xj, удовлетворяющие указанному 
неравенству, рачобьем на [я ] совокупностей с номерами 1, 2, . . . » [я ] . 
К совокупности с номером а отнесем системы с условием х^ ... х„ = а; 
число этих систем есть т^ (а). 
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12. При (s) > 1 ряд, выражающий g (s), абсолютно сходится. 
Поэтому 

я»=1 Пи1=1 я, = 1 Пт 

причем при данном положительном п число систем пг, ..., п„ с усло-
вием П] ... п„ = п равно (я). 

13, а. Прн i?(s) > 1 пронзведение P — Y I р абсолютно схо-

дится. Ввиду — = прн N>2 имеем 

'Р 

Р' 

где во второй сумме правой части п пробегает лишь числа, превос-
ходящие N. В пределе при N —»- со левая часть обратится в Р, 
первая сумма правой части—в £ (s), вторая—в нуль. 

, Ь. Пусть Л/ > 2. Допустив, что простых чисел, отличных от 
Pl> • • • > Pk' находим (op. решение вопроса а) 

Pj 

Это неравенство ввиду расходимости гармонического ряда 

^ " i " ' - - при достаточно больших N невозможно. 
с. Допустив, что простых чисел, отличных от Ри pk, нет, 

находим (вопрос а) 

Это равенство ввиду иррациональности 5(2)=-^-иевозможно. 

14. При R(s)> 1 бесконечное произведение для £ (s) вопроса 
18, а абсолютно сходится. Поэтому 
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где р пробегает все простые числа. Дифференцируя, имеем 

V < / ' _ I n p Inp Inp \ ^ ^ 

p n = l 

15. Пусть N> 2. Применяя теорему b, § 4, имеем 

LA \ • n»r ^ n' < JL^ 
P' P<N ^ ' 0 < я < Л Г 

где во второй сумме правой части п пробегает лишь числа, боль-
шие N. В пределе при N —»• оо мы и получим указаииное тождество. 

16, а. Применим с. § 4 к случаю 

в = 1 , 2 [n j , / = 1 . 1 , . . . , 1 . 

Тогда, очевидно, S' = 1. Далее S^ обращается в число значений б, 

кратных d, т. е. в 

b, а ) Правая часть равенства вопроса а выражает сумму зна-
чений функции (i (d), распространенную на целые точки (d, и) области 

d>0, О . Часть этой суммы, отвечающая данному и, равна 

Р) Указанное равенство получается почленным вычитанием ра-
венств 

c. Пусть п 1 = [ п ] ; 6i, 62, . . . . 6в, определяются условием: есть 
наибольшее целое, I я степень которого делит s,fs—\. Тогда S ' = Г/, „ , 
Sfi равно числу чисел, не превосходящих я, кратных d', т- е. 

Г " 1 
^ л — . Отсюда получается указанное выражение для Ti.n-

я2 
В частности, ввиду 5 (2 )= -g - для числа T j . n чисел, не превосходя-

щих п и не делящихся на квадрат целого, превосходящего 1, имеем 

17, а. Указанное равенство получим из с, § 4 , если положим 

о). 
b. Указанное равенство получим из с, § 4, если положим 

хП-
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c. Применяя с, § 4 к случаю 
S=Si, 62 

где в первой строке выписаны все делители числа а, имеем 

d. Указанное равенство следует из 

„ 
18, а. Применим теорему вопроса 17, а, заставляя * пробегать 

числа 1, 2, . . . , а и беря / ( * ) = * » » . Тогда 

(а) = Х ^̂  СО ) f 
Ь. Имеем 

d\a 
Тот же результат можно получить проще. Напишем числа ряда 
1, . . . . а, взаимно тостые с а, сначала в возрастающем, затем в убы-
вающем порядке. Сумма членов обоих рядов, равноотстоящих от 
начала, равна а, число членов каждого ряда равно ф(й). 

с. Имеем 

(а) = £ И № ) f + f (» -А'О • • • -Р*)-

19, а. Применим теорему вопроса 17, а, заставляя х пробегать 
числа 1 ,2 . . . . , [2] и беря / ( * ) = ! . Тогда S'=T^, Sg равно числу 

чисел, не превосходящих г, кратных d, т. е. Sa= ^ 

Ь. Имеем 

= ^ Ji (d) (т (o))=-J ф (а)+0 (ав). 
d\a 

С. Следует из равенства вопроса а. 

20. Применим теорему вопроса 17, а, заставляя * пробегать 

числа 1, 2, N, гт N > а, и беря f(x)—-^. Тогда найдем 

« < « < 4 « < « < f 
В пределе при N —»• оо получим указанное тождество. 
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21, а. Применим теорему вопроса 17, Ь, рассматривая указанные 
в определении вероятностн Рд- системы значений Жх, . . . . х ^ н 

беря f ( x i , Х2, . . . . = Тогда Р л , = — , Sa = Л'л и мы по-

лучим 
N 

2 m w 

Ра= d=l 

Л'А -if+"(5: 
d=l 

N 

d=\ A'dft-i 
Поэтому 

InN  
N 

при А = 2 . 

b. Имеем С(2) = у . 

22. а. Элементарные рассуждения показывают, что число целых 
точек (и, и) области + р > О, не считая точки (О, 0), равно 
я р ^ + 0 ( р ) . Применим теорему вопроса 17, Ь, рассматривая коорди-
наты * , у целых точек области отличных от точки (О, 0), 
и полагая f(x, у) = 1. Тогда Г = 5 ' + 1, S^ равно числу целых точек 

области , не считая точки (О, 0). Поэтому 

f l J , /'''J \ fi 

d=l \il=l / 
b. Рассуждая аналогично предыдущему, получим 

dssl \d=l / 
23, a. Число делителей d числа . . . не делящихся 

на квадрат целого, превосходящего I , н имеющих х простых дели-

телей, равно ^ ^ ^ ; при этом |i(d) = ( — l ) * . Поэтому 

= Е f ( - ! ) « = (1-1)' '=0. 
d\a х=0 ̂  

Ь. Пусть а имеет тот же вид, что и в вопросе а. Достаточно 
рассматривать случай т < к. Для указанной суммы имеем два выра-
жения 
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k k 
Если т четное, то прн первое выражение > О, а при > -g 

k 
второе выражение ^ 0 . Если т нечетное, то прн первое вы-

Ig 
раженне <0 , а при т > второе выражение < 0 . 

c. Доказательство почти такое же, как в с, § 4, но с учетом 
результата вопроса Ь 

d. Доказательство почти такое же, как в вопросах 17,а и Ь. 
24. Пусть d пробегает делители числа а, й (d)—число простых 

делителей числа d, fi(fl1==s. Согласно сделанному в вопросе указа-
нию, имеем (считаем N достаточно большим) 

n(N.q,i)< l e ^ K i , 
Q (d) < m Q (d) < m 

I 

Q(^<m ' d Qld)>m 

Далее naxoflnvi 

n=0 ^ ' ^ 

p < » 

n( ' - i ) 
r r — o t o Я 

р\я 

Наконец, обозначая буквами С^ и Cg некоторые постоянные, имеем 

I'-.K-f ± titilplii:^ 
' n=m + ia(d)=n ^ n = m + l 

/ C i + I n r \ » N V / З Х " ^ 

25. Всякому делителю 4 числа а с условием dj < отвечает 
делитель d^ с условиями dg > didi = a. Прн этом ц ( d j ) = ( d g ) . 
Поэтому 

2 2 И №) = 2 ^̂  (''i) +S ^̂  №) = 2 ̂ ^ 
di dt d, d\a 
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26. Числа d, не делящиеся на квадрат целого, превосходящего 1, 
и удовлетворяющие условию q>(d) = k, рассмотрим попарно так, чтобы 
в каждую пару входило некоторое нечетное di и четное 2di. Будем 
иметь n ( d 0 + l i ( 2 d i ) = 0. 

27. Пусть pi, . . . . pft—различные простые числа. Полагая 
a = p i . . . Pft. имеем 

ф(а ) = 0'1—1) . . . (Pft—1). 
Между тем, при отсутствии простых чисел, отличных от P i , 
мы имели бы «р(й) = 1. 

28. а. Указанные числа найдутся среди чисел s8; s = l , 2  

Но (s6, й) = 6 тогда и только тогда, когда ^s, = 1 2-гл . I ) . 

Поэтому верно утверждение, отмеченное в вопросе, и мы имеем 

« = Е ф (j)=Il4>(d)-
б\а ^ ' d\a 

Ь, а ) Пусть —каноническое разложение числа а . 
Ввиду а функция ф (а) мультипликативная, причем 

Р) Для целого т > О имеем 

d\m 

Поэтому 

d 
d\a 

29. Имеем (/> пробегает все простые числа) 

1 - 1 

30. Имеем 

ф ( 1 ) + Ф ( 2 ) + . . . + Ф ( п ) = 

<I\i d\i d\n d=i ^ L » J / 
n «о 

^^ W {n in n) = у E 0 (n In n ) = | 0(n In n). 
d=l d=l 
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Решения к главе I I I 

1 , а . Из 

замечая, что 1 0 = 1 (mod 9), имеем 

P = fl„+a„_i+... + fli(iiiod 9). 

Следовательно, Р кратно 3 тогда и только тогда, когда сумма цифр, 
его изображающих, кратна 3; оно кратно 9 тогда н только тогда, 
когда указанная сумма кратна 9. 

Замечая, что 10 эй—1 (mod 11), имеем 

= (fls+04+—) (mod 11)« 
Следовательно, Р кратно 11 тогда и только тогда, когда разность 

между суммою цифр, стоящих на нечетных (считая справа) местах, н 
суммою цифр, стоящих на четных местах, кратна И . 

b. Из 

ввиду 1 0 0 S — 1 (mod 101) имеем 

P^(bi+bs+...)-(b2+bt+...)(mod 101). 
Поэтому Р кратно 101 тогда и только тогда, когда — 
— (<>14-64+...) кратно 101. 

c. Из 

Р=с„ 1000»-1+с„_11000«-2+ ...4-ci 

ввиду 1000 ̂  1 (mod 37) имеем 
Р ^ с „ + с „ _ 1 + . . . (mod 37). 

Поэтому Р кратно 37 тогда н только тогда, когда c „ + C b - i + . " + C j 
кратно 37. 

Ввиду 1000s—1 (mod7-11.13) имеем 

P ^ ( c i + C i + . . . ) - ( С 2 + С 4 + . . . ) (mod 7.11.13). 

Поэтому Р кратно одному из чисел 7, И , 13 тогда и только тогда, 
когда (C i - f - c g -h . . . )— (С2+С4+ . . . ) кратно этому же числу. 

2, а ) Когда * пробегает полную систему вычетов по модулю т, 
то flJc-f-ft также пробегает полную систему; наименьший неотрица-
тельный вычет г числа о х + б пробегает значения О, I, . . . , т — 1 . 
Поэтому 

* r=o 

P) Применяя результат вопроса 18, b. гл . П , находим 
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3, а. Пусть /-—наименьший неотрицательный вычет числа а* - { - [ c j 
по модулю т . Имеем 

I T - / ' 
г=в * ' 

где е < Ф { г ) < е + А ; е = {с } . При т < 2 Л 4 - 1 теорема очевидна. 
Поэтому рассмотрим лишь случай т > 2 А + 1 . Полагая 

\ m 1 т 

имеем —1 + — п р и r=m—lh+e], от—I; 
m m т 

< 6 ( г ) < - ^ — в остальных случаях. Поэтому 

Ь. Имеем 
т - 1 

S-^m 2 • 

z=o ' ' 

Применим теорему вопроса а, полагая /t=|X|. Тогда и получим 
указанный результат, 

с. Находим 
П1 — 1 

г=о ' ' 
h 

Применим теорему вопроса а, полагая Тогда получим 

указанный результат. 
4. Разложим А в непрерывную дробь. Пусть Q„==Q'—наиболь-

ший из знаменателей подходящих дробей, не превосходящий т, 
имеем (вопрос 4, Ь, гл. I ) 

При этом из m < Q „ + i < ( 9 „ + i + 1 ) Q „ < C Q „ , где С—постоянное, 
которого не превосходят все + 1 , для наибольшего целого Л' с 
условием H'Q' <т следует Н' < С. Применяя теорему вопроса 3, Ь, 
находим 

M + H'Q'-l 

х=М 
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Пусть mi=m—H'Q'. Если /и̂  > О, то выбирая в зависимости от rtif 
числа Q' и Н' таким же способом, как раньше в зависимости от т 
были выбраны числа Q' и Н', найдем 

Mt + H-Q'-l 

*=Af, 
где применяем обозначение A l j = / f Пусть m a = ' " i — H ' Q ' 
Если XTii > О, то подобно предыдущему найдем 

М,+Н'"0"'-1 

*=Af, 
{AX+B}—LH"'Q' <|с 

и т. д., пока ие придем к некоторому т ь = 0 . Тогда получим 

M+m-i 

*=Ai 
Числа Q', Q", . . . , удовлетворяют условиям 

Поэтому (вопрос 8, b гл . I ) 4 = 0 (In m) и, следовательно, формула, 
указанная в вопросе, верна. ^ 

5, а. Сумму, стоящую слева, обозначим буквою S. Пусть т = Л ' . 
При т < 40 теорема очевидна. Поэтому предполагаем т > 40. Взяв 

+ найдем числа а^, ttii, Gj с условиями 
А, , Gi 
Шх ' mit 

Взяв = аналогичным путем найдем числа а^, nit, Og; взяв 
M s — M i + m t , найдем числа Сз, т^, G,, и т. д., пока не придем к 

= с условием 0 < [ i ? ] — < [т ] . Щ>имевяя теорему 
вопроса 3, с, найдем 

k+Z 

S — j(R-Q) < S 
fe+3 , T + l 

a 1 
Длина интервала, для которого ^ 

т тх • » ' т ' тх 

восходит — . Следовательно, с одной и той же дробью — 
тх т 

не пре-

связано 

ЛА 
чисел т^ , т^ , . . . , т^ . Пусть Ci и —наименьшее и наи-

большее значения а, отвечающие данному т. 
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Имеем 

Следовательно, с данным т связано 
fk[R—Q)m 

чисел /я„ nig, . . . . rris. Суммируя последнее выражение по всем 
т=1, 2, . . . . [т ] , получим 

S—L(R-Q) 

Ь. Имеем 

Ц { / M + l - o } - - i ( i ? - Q ) 
Q<x<R 

Q<x<R 

<Д, 

< Д. 

откуда, полагая 6 ( * ) = { / ( * ) + I — о } — { / ( * ) } , находим 

2 « W 
Q < x < « 

<2Д. 

при If (х)) < а имеем 6 (*) = 1—а, а при { / (*)} ̂  а имеем б (*) = 
-о. Поэтому 1(1—о)'ф(о)—o(i?—Q—11)(о))|<2Д, откуда и полу-

Но 
= —о, 
чим указанную формулу. 

в, а. Применим формулу вопроса 1, с, гл. П . Полагая f{x) — 

~ V ^ r ^ — в интервале О с * ^ ^ имеем 

Поэтому (вопрос 8, а, гл. II, вопрос 5, а) 
г vf ^ 

+ 8 Л {кJ + 0(f® Inг)=яг''+0(г3 in^). 
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b. Имеем (вопросы 11, d н 1, d, гл. I I ) 

т ( 1 ) + т ( 2 ) + . . . + т ( п ) = 2 X 
0<д:<>^ L J L 

Достаточно рассмотреть лишь случай я >64. Интервал X 

где Х = 2я ® , разобьем на О (In я) интервалов вида М < x < A f ' , 

где М' < г М . Полагая / ( * ) = — , в интервале М <х<М' имеем 

. ^ я , ^ 2я я « у V 8п 

Поэтому (вопрос 5, а ) 

Далее (вопрос 8, Ь, гл . И ) 

о<х<УК 
Поэтому 

т ( 1 ) + т ( 2 ) + . . . + т ( я ) = 2 £ я + я 1 п я + 2 р ( > ^ я ) 1Ля — У Т — п + 
J_ 

+ 2 / Г { > ^ } Н - 0 ( я З (1пя)«) = яПп п + 2 £ — 1 ) + 0 ( я З (1пя)2). 

c. Напишем ряды дробей 

I J_ -L Л JL i . 
2 ' 3 ' 4 ' 5 ' 6 ' . . . . 

2 JL i . 
2 ' 4 6 ' . . . . 

1 1 
Т ' W ... 

с знаменателями, не превосходящими N. Дробь — с условием О < 

< a ^ N встретится в т ( а ) рядах. Поэтому сумма всех членов, со-
держащихся во всех рядах, равна 

о N ® 

С другой стороны, сумма членов s-ro ряда -с^ — 1п N. Поэтому та же 
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сумма всех членов, содержащихся во всех рядах, будет 

0<S<N ® 

Следовательно, неравенство (1) верно прн / = 1. 
Далее, допустив справедливость неравенства (1) прн каком-либо 

I, докажем, что оно останется верным и после замены I на / + 1 . На-
пншем новые ряды дробей 

(т(1))< (т(2))^ (т(3))^ (т(4))' (т (5))̂  (т(6))^ 
Г " ' 2 • 3 • 4 ' 5 ' 6 

(-t(2))' (т(4))' (т(6))' 
~ 4 • 6 

(т(3))^ (т(6))' 

со знаменателями, не превосходящими N. Здесь сумма всех членов, 
содержащихся во всех рядах, равна 

0<a<N ® 

С другой стороны, сумма членов s-ro ряда 

Поэтому та же самая сумма, содержащаяся во всех рядах," будет 

О < s < W 

И мы убедимся, что неравенство (1) останется верным н после замены 
I на / + 1 . 

d. В случае / = 1 неравенство (2) является следствием неравен-
ства вопроса Ь. Далее, допустив справедливость неравенства (2) для 
какого-либо I, докажем, что оно останется верным и после замены I 
на /- f I. Напиикм ряды 

(т(1))'. (т(2))', (т(3))г. (t(5))'. (т(6))', ... 
(т(2))'. (т(4))', (т(6))'. ... 

(т(3))', (т(6))'. . . . 
включающие только значения т (й ) с условием a ^ N . Здесь сумма 
всех членов, содержащихся во всех рядах, равна 

0<a<N 

С другой стороны, сумма членов s-ro ряда будет 

< (т (S)) ' ((1 ( 1 ) ) Н . . . - f ( T ( [ iVs -4 ) ) 0 < (т is))' (In 
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Поэтому (теорема вопроса с) сумма всех членов, содержащихся во 
всех рядах, будет 

< N (In Nf'-^' S . < N (In 
о < s < ЛГ ® 

И мы убедимся, что неравенство (2) останется верным н после замены 
/ на / + 1 . 

7, Пусть система неправильная и s—наибольшее число с усло-
вием, что 2* входит в нечетное число чисел системы. Одио из послед-
них чисел мы заменим меньшим, содержащим лишь степени вхо-
дящие в нечетное число чисел оставшейся системы. 

Пусть система—правильная. Число, меньшее одного нз чисел Т 
этой системы, отличается от Т, по крайней мере, одним знаком в 
системе исчисления с основанием 2. 

8, а. Добавив к каждому нз чисел, представляемых указанным 
способом, число Я = 3 " + 3 " - Ч - . . . + 3 + 1 , получим числа, которые 
можно получить, заставляя в той же сумме х„, j c „ _ i , . . . , *o про-
бегать значения О, 1, 2, т .е . получим все числа О, 1 , . . . , 2Н. 

Ь. Указанным способом получим mi/na.. ./л* чисел, не сравнимых 
между собою по модулю тгиг^.-.т/,, так как из 

... -^гщтз ... m^-iJCft (modwi/na , . . т^) 
последовательно находим 

jCi^ jc i (mod;ni ) , xx=xi; miXz^rnxx'^ipioAmim^, Х2 = Х2; 

/Пх/ПгХа s/niWaxJ (mod/Пх/Па/Пз), JC8=*s; 

и т .д. 
9, а. Указанным способом получим mimz-..tnic чисел, не сравни-

мых по модулю гпхгпа.. .Шк, так как из 

M i X i + M g x , Н + Ммхц ^ 

S A l l * ! + A f 2 * 8 + . . . + Mkx'ic (mod mitn,. . . шц) 

следовало бы (всякое Afy, отличное от Mg, кратно т^ ) 

A f jX j S AljXs (mod/п^), j c^^ j c j (mod/п,), Xs=xs . 

b. Указанным способом получим <f{mx) <р (т2 ) . . . (р {т^ ) = 
=(p{mim2...mfi) 

чисел ввиду теоремы вопроса а, не сравнимых по модулю т ^ т ^ . . . т^ , 
и ввиду {MxXi - f AljXa + . . . + Af îXfc, т^ ) — {М^х^, взаимно 
простых с mim2.../«fc. 

c. Согласно теореме вопроса а число M i X i + M s X i + . . . -^гМ^Х!,, 
где JCft пробегают полные системы вычетов по модулям 
nil,"12.. •.,"ifc, пробегает полную систему вычетов по модулю mjw^.. .mit. 
Это число взаимно просто с тогда и только тогда, когда 
(*1. mi) = ( * j , m 2 ) = . . . mk) = l . Поэтому ф(minia.../п^) = 
= Ч>('П1)ф(т2)... 

d. Чтобы получить все числа ряда 1, 2,..., р®, взаимно простые 
с ра, следует вычеркнуть числа этого ряда, кратные р, т.е. числа 
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р, 2/7,.... р^—^ р. Поэтому ф ( р « ) = /7"—ра—1. Отсюда и из муль-
типликативности ф (а) известное выражение д.7я qi (а) след)-ет непо-
средственно. 

10, а Первое утверждение следует из 

f jci . \ _ / . 

второе утверждение следует из 

/ J L j . [ 1 - / \ 
^ m i " " nifc f \ /п /• 

Ь. Дроби / " ' i ) + . . . + I совпада-\ mi т^ j 
ют с дробями 

mi ^ 

т. е. с дробями 1 " ' 1 . Второе утверждение доказывается 

{ 

аналогичным способом. 
11, а. Прн а, кратном т, вмеем 

е т 

При а, не делящемся на т, имеем 

^ п 

Ь. При нецелом а левая часть равна 

1 ^ 1 gSwa Ш+Р) gSwaAf 

gSnia I Sin л (а ) (а) ft 

с. Согласно теореме вопроса b левая часть не превосходит Т„, 
где 

т-1 

— Ч») 
Но при нечетном т 

/П 
О < а < -g-
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а При четном т 

Z i n l i j + f S , „ | ^ < » „ „ « . . 

При ввиду границу m l n m можно уменьшить на 

Последнее выражение > при и > т при /п^бО. 

12, а. Пусть m = . . . р"*—каноническое разложение числа т . 

Полагай p j « = / n i , . . . , при обозначениях вопроса 10, а 
имеем 

т 

Е. 6 

Но прн a j = l находим 

При a s > 1. полагая находим 

_ ^ 

Jfj и=0 

b. Пусть т—целое, m > 1. Имеем ^ е = 0 . Сумма сла-
х - о 

гаемых левой части этого равенства с условием ( * , m)=d согласно 

теореме вопроса а равна |i • 

c. Находим 

_ snf 4 - _ 

Е <f\m 

где, полагая имеем 

11=0 
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Последнее равно О при d < т и равно 1 при d=m. Отсюда и полу-
чаем теорему вопроса а. 

d. Равенства следуют нз вопроса 10, Ь. 
e. Имеем 

а„ т, ••• Oj. 

где Oi, ..., а/, пробегают приведенные системы вычетов по модулям 
гщ, . . . . Щ - Отсюда (вопрос d) первое равенство вопроса следует 
непосредственно. 

Аналогичным путем докажем и второе равенство. 
13, а. Имеем 

1 .пх 
( р, если п кратно р. •"-{Г 

г:=П I " 

I О в противном случае. 

Ь. Раскрывая произведение, отвечающее данному п, имеем 

е V t W V / " ' "S " 

Отсюда, суммируя по всем п = 0 . 1, . . . , а — I , и получим известное 
ныражение для ф (а). 

14. Часть выражения, стоящего справа, отвечающая х, деляще-
му а, равна 1, часть, отвечающая х, не делящему а, равна 0. Поэтому 
указанное выражение равно удвоенному числу делителей числа а, 
меньших V~a, сложенному с б, т. е. равно т (а ) . 

15, а. Имеем 

= Л ? + ( ^ ) Л Г ^ Л г Ч - . . . + ( , ) М Г Ч Л ? ^ ( m o d р): 

^ (mod р), 

и т. д. 
b. Полагая h i = h 2 = . • . = h a = l , из теоремы вопроса а получим 

теорему Ферма. 
c. Пусть (а,р) = 1. При некоторых целых Nt, Wj , . . . , Л ' а имеем 

а'Р - »> = 1 + NiP . = + Kip)P = 1 + NiP^, 
а/- »</»- «= 1 + . . . . = l + 

а ' ' ( m o d pa). 

Пусть m — pi^ . . . p^*—каноническое разложение числа т. Имеем 

^ 1 (mod р ? ' ) - 1 (mod р^* ) . 

аЧ> «'"> ̂  1 (mod р ° ' ) й " f " ) ^ 1 (mod р " * ) , 

(modm). 
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Решения к главе IV 

1, а. Теорема непосредственно следует из теоремы вопроса 
11, а. гл. I I I . 

b. Пусть d—делитель числа т, m=mod, обозначает сумму 
слагаемых с условием (а, m) = d в выражении для Тт вопроса а . 
Находим 

т-1 т-1 "ofl^' •••.О') 

а, *=0 ю=0 
где 00 пробегает приведенную систему вычетов по модулю Шо. От-
сюда выводим 

mo-l m . - I   

2 ••• S « " " =т^А{то). 
а, х,—0 w,= О 

c. Пусть т > 0 , {а, m)=d, а—а,^, т=т,4, Т—число решений 
сравнения ах^Ь (mod т). Имеем 

' « - I ' " - ' m-Jm-J 

7-»= 2 2 « = 2 2 « " " 
а = 0 х = 0 а = 0 * = 0 

_ "У tnd, если b кратно d, 

^ ® ® противном случае. 

d. Полагая (а, m)=-di, (b. d i ) =d2 , .... (/, dr-i)=dr. m = dxmi, 
di=d2m2, . . . . dr-i—drtTir, находим d=dr, 

m - l m - I m - l m-i " lax+by+ . . . +fw+g) 

a = 0 Jt=0 y=0 ш=0 
d , - I m - I m - I . Д1 (by+ . . • +fw+e) 

= m 2 2 - 2 « 
a,=0 ^=0 w=0 

« f r - l - ' m - I '^r-liM ar-l 

a ^ _ j =0a )=0 ar=0 

e. Применим метод индукции. Пусть при обозначениях вопроса d 
теорема верна для г переменных. Рассмотрим сравнение 

lv+ax+...+fw+g^O{modm). (2> 

Пусть (/, т) — do- Условием возможности сравнения (2) будет ах + 
+ . . . - f - ^ f + g ^ О (mod do). Последнее сравнение возможно лишь 
в случае, когда g кратно d', где d ' = ( a , . . . , / de) = (/, а , . . . 
.... f,m), причем тогда оно имеет решений. Следовательно, 
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сравнение (2) возможно лишь в случае, когда g кратио d' , и тогда 

оно имеет do=m' 'd ' решений. Таким образом, теорема 

верна н для г + 1 переменных. Но теорема верна для одного пере-
менного. Значит, она верна всегда. 

2, а. Имеем а ' ' ^ ' " ) ^ 1 (mod/n), = b (modm). 

b. Имеем 

1 . 2 . . . ( « - 1 ) «Ь ( - 1 ) - ^ -

l)(mod/7), 

откуда, деля почленно на I - 2 . . . ( а— 1), и получим указанную теорему. 
c, а ) Выбирая надлежащим образом знак, имеем Ъ ±т = 

S О (mod 4). Пусть 2®—наибольшаи степень 2, делящая b ± т. При 
имеем 

Ь ± пг, . . 
X S ——j— (mod т). 

Если же б < ifc, то имеем 

С этим сравнением повторяем аналогичную операцию, н т. д. 
Р) Выбрав надлежащим образом знак, имеем b j : / n ^ 0 ( m o d 3 ) . 

Пусть 3®—наибольшая степень 3, делищая b ± т. При Ь^к имеем 
Ь ±т , , , 

X S — — — (mod т ) . 

Если же 6 < fe, т«) имеем 

С этим сравнением повторяем аналогичную операцию, и т. д. 
Y) Пусть р—простой делитель числа а. Найдем t из условия 

6+ ;п/ = 0(mod/7). Пусть р^—наибольшаи степень р, делящая 
(с, b-\-mt), н пусть a = a i p ' . Имеем 

b ± т , , ^ 
OiX S — j p - (mod т). 

Г 

Если fli > 1, то с этим новым сравнением повторяем аналогичную 
операцию, и т. д. 

Указанный способ удобен в случае небольших простых сомно-
жителей числа а. 

3. Полагая < = (т ] , пишем сравнении 
a-0 = 0(mod т), 

al^t/iimod т). 

a-t = yt (mod/n), 
в -О^/п (mod/п). 



144 РЕШЕНИЯ ВОПРОСОВ 

Расположив эти сравнения в порядке возрастания правых частей 
(ср. вопрос 4, а, гл. I I ) и вычитая почленно каждое сравнение (кроме 
последнего^ из следующего за иим, получим < + 1 сравнений вида 
< i 2 = « i m o d m ) ; 0 < | г К т . При этом, по крайней мере, в одном 

сравнении будет О < и < — . Действительно, и имеет > т зна-
чений, эти значения положительные, и их сумма равна т. 

4, а, а ) Следует из определения символической дроби. 
Р) Здесь можно положить 6 0 = ^ + » ' ^ где t определяется из 

условия 6-|-#7z<sO(moda); тогда сравнению а х ^ Ь удовлетворяет 

целгое число, представляемое обычной дробью . 

Y) Имеем {bo кратно а, dg кратно с) 

b , d b^+ado_ bc-^ ad 

6) Имеем 
a'' с ' ас ас 

b d bo df bodg bd — • — — » — = — — , 

a с a с ас ас 

b, a ) Имеем (сравнения берутся no модулю р) 
g— 1) ( р — 2 ) . . . ( р—а ) _ ( — ! ) « 1 . 2 . . . а 

1 - 2 . . . а 1 . 2 . . . а 

Вопрос 2, b теперь проще решать так: 

_ ^ 1 . 2 . . . ( а - 1 ) а 

Р) Имеем 

2Р-2_ р - 1 ( р - 1 ) ( р - 2 ) 

( р - 1 ) ( р - 2 ) . . ( р - ( р - 2 ) ) 
• • • + 1 - 2 . . . ( р ^ 

5, а. Числа s, s + 1 , . . . , s + n — 1 попарно не могут иметь общего 
делителя с d. Произведения s ( s + 1 ) . . . ( s + n — 1 ) могут быть объ-
единены в л * совокупностей по числу способов, сколькими число 
d может быть разбито на л попарно простых сомножителей с учетом 
порядка последних (вопрос 11, Ь, гл I I ) . Пусть d = « lU j . . . « „ — 
одно изтаких разбиений. Число произведений с условием s s О (mod щ) . 

S + 1 = О (mod Mj), . . . . s+n— 1 эа О (mod и„) 

Гоэтому искомое чи 

Ь. Указанное число равно 

р а в н о . Поэтому искомое число равно я * - ^ -

d\a 
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где X—число различных простых делителей числа d. При этом 

а\а 
fi, а. Все значения х, удовлетворяющие первому сравнению, 

даются равенством x — b i + m ^ t , где /—целое. Чтобы выбрать из них 
те, которые удовлетворяют также и второму сравнению, надо огра-
ничиться лишь теми значениями t, которые удовлетворяют сравнению 

ntit — bi (mod nit). 

Но это сравненио разрешимо тогда я только тогда, когда Ьп—6, 
кратно d. При этом в случае разрешимости совокупность значений t. 

ему удовлетворяющих, определяется равенством вида / = 

где —целое, вместе с тем совокупность значений х, удовлетвори-
ющих рассматриваемой в вопросе системе, определится равенством 

* = ffli.j/', * i ,2 = 6, + /ni/o-

b. В случае разрешимости системы 
x^bi (mod nil). x^bi I'ltiod m^ 

совокупность значений x, ей удовлетворяющих, представится сравне-
нием вида * =аг,,2 (modmi.a). В случае разрешимости системы 

A:^A;,_2(niod;ni. j ) , д: э fcj (mod mj ) 

совокупность значений ей удовлетворяющих, представится срав-
нением вида - v ^ x j ^ j 3(modmi,g, а)- В случае разрешимости системы 

* S 2 , 8 (mod mi, 2, s), д: = 64 (mod h i j ) 

совокупность значений х, ей удовлетворяющих, представится сравне-
нием вида X S 2.3, 4 (nod mi, 2. s. 4) и т. д. 

7, а ) От замены * иа —х (вследствие чего заменится на —* ' ) 
(а, b \ 

величина суммы I 1 не изменится. 

р) Когда X пробегает приведенную систему вычетов по модулю т, 
то н х' пробегает приведенную систему вычетов по модулю т. 

•у) Полагая ж ̂ й г (mod от), получим 

2 

6) Имеем 

( mj ) ( /Па ) S S 
. a,m,x+a,intu+m,x' 2Jti —— 

g /ПгГПг 

* У 
Полагай Шзх'-{-Шху'=z', имеем 

{ a i n i i X + a ^ i y ) - f miy' ) ^ aim* a^nii (mod mim,). 

/Дь n mlat +/Я!О2, 1 \ 
\ mi J \ mt J V '"I'n» / ' 
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ЧТО и доказывает указанное свойство в случае двух сомножителей. 
Обобщение на случай более чем двух сомножителей тривиально. 

8, Сравнение 

•.. + а п — f l o («—*i) {*—*г) - • • {х—х„) = О (mod р) 

нмеет п решений. Оно степени ниже п. Следовательно, все его коэф-
фициенты кратны р, а эго н выражается сравнениями, указанными 
в вопросе. 

9, а. При р > 3 соответственно взятому из ряда 2, 3, . . . , р—2 , 
найдем отличное от него число х' того же ряда с условием 
хх' ^ 1 (mod /7); действительно, из * = * ' следовало бы (х — I) ( * + 1 ) ^ 
s=0(mod/7); нлн х ^ р — 1 . Поэтому 

2 - 3 . . . (/7—2)^=1 (mod/7); 1-2 . . . ( р _ 1 ) = _ 1 (mod/?). 

b. Пусть Р > 2. Допустив, что Р имеет делитель и с условием 
1 < и < Р , мы имели бы 1-2 ... ( Р — 1 ) + 1 s 1 (mod и). 

10, а. Находим h с условием СоЛ=1 (mod/n). Данное сравнение 
равносильно такому: 

x'^+alhx^^-^-\- (mod т). 

b. Пусть Q (*)—частное и R (*)—остаток от деления хР—х на 
/ ( * ) . Все коэффициенты Q (х) и (*)—целые, Q (*)—степени р—п, 
7?(jc)—степени ниже я, 

xP-x=f{x)Q(x) + R{x). 

Пусть сравнение / ( * ) = 0 (modp) имеет п решений. Те же решения 
будут решениями и сравнения Л (* ) = 0 (mod р); поэтому все коэф-
фициенты R {х) кратны р. 

Обратно, пусть все коэффициенты R (х) кратны р. Тогда / (дг) Q (* ) 
кратно р прн тех же значениях что и хР—поэтому сумма 
чисел решений сравнений 

f(x)^0(modp), Q ( j c ) ^ 0 ( m o d p ) 

не меньше чем р. Пусть первое нмеет а , а второе р решений. Из 

а < п , р < р — п , р < а Ч - Р 

выводим а = п , ^ = 

c. Возвышая данное сравнение почленно в степень ^ ^ ^, убеж-

даемся в необходимости указанного условия. Пусть это условие вы-
/ ^ \ 

полнено; из xP—x = x \ x P - ^ — A " + А " — 1 / 

( Л 
ток отделения хР—х на х"—А есть \Д " — - l y * . где Л " — I 
кратно р. 

11. Из дго ̂  i4 (mod т), у" ^ 1 (mod т) следует (х^у)" ^ А (mod m); 
при этом произведения х^у, отвечающие несравнимым vno модулю т) 

у, несравнимы. Из = (mod т), х"^А (mod т) следует х" s 
= *S(mod;n), причем, определяя у условием х^ yxa(mod т), имеем 

у " ^ I (mod т ) . 

следует, что оста-
р - 1 
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Решения к главе V 

1, Указанное сравнение равносильно такому: { 2ах+Ь\^=Ь^ — 
— 4cc(niod/n). Соответствеино каждому решению z=2o(nTOdm) 
сравнения —4flc(modm) из 2o jc+b = Zo(mod/n) найдем одно 
решение указанного сравнения. 

2, а. При = 1 и м е е м ( m o d р ) , ( a ^ + V ^ e f m o d p ) . 

* S ± (mod р). 

b. При = ' а4я1+2^1 (modp), ± 1 (modp), 

о 2 я » + « = J. a f jnodp) . Ввиду имеем также г ^ я ' + ^ э 

^ —1 (mod р). Поэтому при некотором s, имеющем одно из значений 
0; 1, получим 

a » e + S 2 » m + « ) f ^ a ( n , o d p ) , х ^ ± a ' »+»2<» ' »+ i ) * (modp) . 

c. Пусть p = 2 * f t + I , где и Л—нечетное, = Имеем 

с » " " ' * S I (mod р), в » * " ' " ^ ± 1 (mod р), N « — I (mod р). 

Поэтому при некотором целом неотрицательном S2 получим 

, (modp), ± 1 (modp): 

отсюда при некотором целом неотрицательном Sg получим 

с » * " '^ЛГ'»»* ^ 1 (mod р), ( / ' " ' " ' N ^ ^ ' " * ^ ± 1 (mod р). 
и т. д.; наконец, получим 

h+i 
tfi ^ 1 (mod р), X = ± а « JV'* (mod р). 

d. Имеем 

1-2 . . . 2 m ( p — 2 ; п ) . . . ( р — 2 ) ( р — l ) + l = 0 ( m o d p ) , 
(I -2 . . . 2 m ) » + ! ^ О (mod р). 

3, а. Условия разрешимости сравнений (1) и (2) выводятся три-
виально (е и h § 2). Сравнение (3) разрешимо тогда и только тогда, 

когда Но = , причем 

если р имеет вид 6 т + 1 , 
если р имеет вид 6 т 5 . 

b. Каковы бы ни были различные простые pi , ра, . . . , Рк вида 
4/П+1, наименьший простой делитель р числа (2pipj . . . рд)®+1 
будет отличен от pi, р%, ....Рк н ввиду (2р1рз . . . р^)^ -f-1 s О (mod р) 
имеет вид 4 т 4-1. 

c. Каковы бы ни были различные простые pj, pg р^ вида 
6 f f i + l , наименьший простой делитель р числа ( 2 p i p j . . . 
будет отличен от pi, рг, . . . . р^ и ввиду (^pip, . . . 3 = О (mod р) 
имеет внд 6m-f-l. 

тл 
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4. Среди чисел первой совокупности будут числа, сравнимые 

с Ы , 2-2, . - . , > т- е- все квадратичные вычеты; число, 

входящее по условию во вторую совокупность, будет квадратичный 
невычет. Но во вторую совокупность войдут все произведения этого 
невычета на все вычеты, т. е. войдут все квадратичные невычеты. 

5, а. Пусть в системе исчисления с основанием р 

a = . . . + СхР + ао 

и искомое решение (наименьший неотрицательный вычет) 
x = r X a - i p ° - - ^ + . . . + X i P + Xa. (1) 

Составим таблицу: 

aa-i 04 as Oo 

2xoXa-i 2xoXt 2X0X3 2x0x2 » 2xo*i xS 

2*1*0-2 ... 2xixg x! 

2*2X0 _3 xl 

... 

где в столбце под а^ стоят числа, сумма которых образует коэффи-
циент при р® в разложении квадрата правой части (1) по степеням р 
Находим «о нз условия 

Полагая — н а х о д и м Xj из условия 

р , + 2 * 0 * 1 ^ 0 1 (mod/7). 

Полагая находим jCg из условия 
Р 

Pi +2Х(,Х2 +х1 ^ оа (mod р), 

и т.д. Прн данном Хд ввиду (хр. р)==1 числа Xj, х», . . . , * a - i опре-
делятся однозначно. 

Ь. Здесь 

• •. + fls23++ ai2+а„. 
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И МЫ будем иметь следующую таблицу: 

149 

... Й4 АЗ th ai Oo 

. . . V s XeXi 

... XLXG 4 

. . . 

Рассмотрим лишь случай а ^ З . Ввиду (с, 2)~1 необходимо Со = 1-
Поэтому jCo=l. Далее необходимо a i=0 , и ввиду 
^ О (mod 2) необходимо Ог = 0. Для возможны два значения: О и 1-
Числа Х2, Хз, . . . . определятся однозначно, а для ВОЗ-
МОЖНЫ два значения: О и 1. Поэтому при а ^ 3 необходимо с = 

(mod 8), и тогда указанное сравнение имеет 4 решения. 
6. Очевидно, Р и Q—целые, причем Q по модулю р сравнимо с 

числом, которое получим, заменяя а на г^, для чего достаточно УЪ 
заменить на г. Поэтому (modp); следовательно, (Q, р)=1 
и Q' действительно можно определить из сравнения Q Q ' s 1 (modp®). 
Имеем 

P'^-aQ'^ = (г + У а Г ( г - = ( г^ ' - а ) " . 
откуда 

(PQ')2 ^ а IQQT ^ а (mod/7°). 

5 0 (mod/7°), 

7. Пусть т-. = 2 V Pj^ft—каноническое разложение числа т. 

Тогда т представляетси в виде т — 2'^ab, где (а, 6 ) = 1 , 2* способами. 
Пусть а = 0 . Из (х—1) ( * + ! ) = О (mod от) следует, что при неко-

торых а я b 

X S 1 (mod а); х ^ — 1 (mod b). 

Решая эту систему, получим jc^Xo(mod;n). Поэтому указанное срав-
нение имеет 2" решений. 

Пусть а = 1 . При некоторых я и ft 

X ^ 1 (mod 2а); х ^ — 1 (mod 26). 

Решая эту систему, получим x -^xo(modm). Поэтому указанное срав-
нение имеет 2* решений. 

Пусть а = 2 . При некоторых а и 6 

X ̂  1 ^mod 2а); * 1 (mod 2b). 

Решая эту систему, получим х = Хо ^mod Поэтому указанное 

сравнение имеет 2*+* решений. 
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Пусть а ^ З . При некоторых а и b должна выполняться одна 
из систем 

X^ 1 (mod 2а); дг 1 (mod b); 

X = 1 (mod 2 ° "^ а) : х = — I {mod 26). 

Решая одну из этих систем, получим * = ж® ̂ mod . Поэтому ука-

занное сравнение имеет 2 * + ' решений. 
8, а. Определяя х" сравнением хх'^ I (modp), имеем 

Очевидно, 1+fcic' пробегает все вычеты полной системы, кроме 1. 
Отсюда и следует указанная теорема. 

Ь. Указанное равенство следует из 

Р - 2 

с. Пусть б обозначает число значений у, равных нулю (следова-
тельно, 6 = 0 или 6 = 1 ) . Имеем 

Уг у *=0 ^ ' 

При этом находим: 

S = i 

" \ О, если только одно из чисел ух к у равно нулю; 

р — 1 = р — f i ^ y если у 1 = у > а \ ^Vi.y — 

Поэтому 

^ остальных случаях. 

d, а ) Имеем 
р - J Q - I Q - J . 

л = 02, = 0 г = 0 ^ J 
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При z i = z суммирование по х дает р—1. При z^, не равном г, сум-
мирование по X (вопрос а) дает — I . Поэтому S = p Q — Q ^ , 

Р) Согласно теореме вопроса а ) имеем 

Т PQ. T<pQ~\ 

Y) При / 7 < 5 теорема тривиальна. При р> 5 применим теорему 
вопроса а ) . Допустив, что в указанном в вопросе ряде квадратичных 
невычетов нет, убедимся, что S* = Q при х=М, A l + l . Ai + Q. 
Поэтому и C + 2 Q + 1 не равны р как составные) найдем 

(Q+l)Q^<{p-Q)Q, Q*+2Q<p, (Q + l f < p . 

что невозможно. 
9, а. Если т представляется в виде (1), то решение 

Z = го (mod т) (5) 

сравнения х^гу (mod т) является также и решением сравнении (2). 
Мы будем говорить, что указанное представление связано с решением 
(5) сравнения (2). 

С каждым решением (5) сравнения (2) связано не менее одного 
представления (1). Действительно, взяв имеем 

Поэтому 2oQ = mP-\-r, где | г | < У " т . Далее, из (2) следует, что 
I г + ^ О (mod т). Отсюда и из О < 1 г 1^+Q- < 2т находим 

m = \r\^ + QK (6) 
При этом (|г|, Q ) = l ввиду 

т т \ 

Если \т\ = т, то ввиду т = ZoQ (mod т) представление (6) связано с 
решением (5). Если 1/'1 = — г , то ввиду zJQ ^ Zq/-(mod/п), Q s 
= Zo|r| (modm), представление связано с решением (5). 
С каждым решением (5) связано не более одного представления (1). 
Действительно, если два представления к m = * | + i / | чис-
ла /п в виде ( I ) связаны с одним и тем же решением (5), то из 
* = Zo^ (mod т), х^^ Zqi/i (mod т) следует xyi = xiy (mod т). Поэтому 
xyi^xiy, откуда ввиду (дг, {/) = (* ! , { / i ) = l следует д;=дгь y~yi. 

Ь. Если р представляется в виде (3), то решение 

г ^ zo (mod р) (7) 

сравнения х^гу{тойр) является также и решением сравнения (4). 
Мы будем говорить, что указанное прГедставленне связано с решением 
(7) сравнения (4). 

Зная решение (7) сравнения (4), найдем не менее одного пред-
ставления (3). Действительно, взяв т = У~р, имеем 

Р W Q у р 
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Поэтому ZoQ^/-(modp), где ! л| < Y ^ - Далее из (4) следует, что 
|/-p+f lQ2E^0(modp)- Отсюда и из ( ) < | г P + o Q ^ < ( 1 + а ) р сле-
дует, что прн 0 = 2 должно быть нли I|-- f -2Q®=p, нлн 
= 2р. В последнем случае |г|—четное, \ r l = 2 r i , p = Q ^ + 2 r i . При 
а==3 должно быть илн i/'P + 3Q® = p, или — нли 

= Второй случай невозможен: по модулю 4 левая часть 
сравнима с О, а правая—с 2. В третьем случае |г| кратно 3, | ' '|= 

Допустив, что два представления р = и p = x i - ^ u y i чис-
ла р в виде (3) связаны с одним и тем же решением сравнения (4), 
найдем x = xi, у=-у\- Допустив, что эти представления связаны с 
различными решениями сравнения (4), иайдем лг = г у { т о й р ) , atjes 
= — zj/i(modp), откуда р), что ввиду 0 < 
< i*") W + y i ) < р^ невозможно. 

с, а ) Слагаемые суммы S{k) с и * = — Х х равны. 
Р) Имеем 

•у) Полагая р — I = 2pi, имеем 

PI (S {|'))=Ч-Рг (S V (S 2 (S = 
/=1 t=\ 

к=0 х=1 у=1 к=0 ' 

При у, ие равном х или р — р е з у л ь т а т суммирования по k будет 

у = р—х он будет (р—1) Поэтому 

Pi (S (S ( « ) ) ' ' = 4ррг. р = S ( / • ) ) ' + ( у 

10, а. Имеем 

= (*1+{/х VB) {хг ± у^ YD) (АГ,-{/, Vd) у^ V~D)=t^^. 

в. Взяв любое Tj с условием Xi > I , найдем целые Xi, y^Q усло-

виями Ij^i Y D — X i I < — , О < откуда, умножая почленно на 

— ' _ 1/1 V ~ D + X i < 1. получим | xl—Di^ \<2YD-\-\. ВЗЯВ Т , > 

> T i с условием \ y i Y D — * i | > — , паадем новые целые х^. уг 
Т2 

с условием Di/i| < 2 Y ^ + i и т. д. 
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Очевидно, в интервале — 2 y^D—l < k <2 Уб-\-\ существует 
такое целое, не равное нулю к, что среди пар у^. х^, j/j; . . . най-
дется бесчисленное множество пар i/с условием х ^ — = среди 
же последних наверно найдутся две пары |i, t]i и Чг с условием 

= I j (mod I fe ( ) , т), = T]j (mod | fe |). Определяя целые So, t]q равен-
ством + T]2 V^), имеем (вопрос a) 

Й - Drjo = I /г f^ l o ^ l l - D x i l ^ O (mod | /f |); 

Чо Sim + = 0 (mod I k\). 

Поэтому = = где I и т]—целые и Dr)2 = l . 
с. Числа X, у, определяемые равенством (2), удовлетворяют (воп-

рос а) уравнению (1). 
Допустив существование пары целых положительных у, удов-

летворяющих уравнению (1), но отличной от пар, определяемых ра-
венством (2), мы при некотором г = 1 , 2, . . . будем иметь 

Uo+yo V^nK < x+,j \Го < y^dY*'-
Отсюда, деля почленно на (дго | уо получим 

\ <Х + У )ГГ)<х, + у„1ГБ, (3) 

где (вопрос а) Л и У—целые, определяемые равенством 

х + К Vd) 
(Ч+Уо VDV 

и удовлетворяющие уравнению 

(4) 

Но из (4) следуют неравенства О < X — Y У1б < 1, которые в соеди-
нении с первым неравенством (3) показывают, что X и Y—положи-
тельные. Поэтому второе неравенство (3) противоречит определению 
чисел *о и Уо-

И , а. Имеем 
m-I 171-1 , .a(t'+2lx) 

Ye 
f=0 * = 0 „ Ot* 

2Л1 — 

При данном i суммирование по x дает me " или О, в зависимо-
сти от того, делится 21 на т или нет. При нечетном т имеем 

ISa. = " ' = ' « • 

При четном /n=2mi имеем 
д.п1 о-т? 

+ в 

Здесь правая часть равна О при нечетном т^ и равиа 2т при четном т ^ 
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b, а ) Прн любом целом b имеем 

P - I 

х = 0 
откуда, выбрав Ь из условия 2АЬ еэ а (mod р), мы н получим ука-
занный результат. 

Р) Имеем 

Z 
* = Л1 *=0 

Z i i : 
г=Л1 а=0 

Часть правой части, отвечающая а = 0, численно равна < У~р. 

А остаишаяся часть численно не превосходит 

P - I 

X ^ 
г=М 

Y) Имеем 
•••о • к • 

2 л . - ^ 
< Vр[\пр—\). 

Л1„ + (?«-1 Af+o-l , р-1 „^^а(Ах'-г) 

х = М„ г=М о=0 

Часть правой части, отвечающая а = 0, равна ^ ^ ^ . А осязавшаяся 

часть численно меньше чем 

t 

Г-р 

р-1 

а=1. 2 = .М 

б) Пусть г пробегает квадратичные вычеты, а п пробегает квад-
;)атнчные невычеты по модулю р, заключенные в ряде 1 р—1-
Справедливость теоремы следует из равенств 

ах{1-1) 

г г п 

в) Имеем 
р-1 р-1 ft \ 

При t=l суммирование по х даетр—1,при/ > 1 оно дает— 

Поэтому 

= (i) /=2 \ Р / 
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Или (второе решение): имеем 

p - i p - i 

/=0 х=0 ^ J J 

При < = 0 суммирование по * дает р—1. При < > 0 оно дает 
2т ~ 

— е (вопрос 8). Поэтому 

P - I 

t=l 

т]) Следует из легко выводимого равенства 

х) Имеем 
Af + Q - I Af+O-J , P - I +e-« / p-i / , p-' 

E ( 7 = E ( i ) z i E 
x = M 2=M 0=0 

Часть правой части, отвечающая а—О, равна О Оставшаяся часть 
численно меньше, чем (вопрос т)) и вопрос 11, с, гл. 1П) 

р-1 

т Х 
о=1 г=М 

X) Следует из неравенства вопроса к) и равенства R + N = Q. 

ц) Часть суммы с равна а часть суммы 

с | — 1 = — 1 равна —2/7 Поэтому вся сумма равна p ( R — N ) ^ . 

Ча( iacTb суммы с а = 0 равна О, а оставшаяся часть численно меньше. 
чем 

р-1 

Е 
а=1 х=М 

Р - 1 

а = 1 

M + O-J 2 m - ^ 

у=М 
< f^ (In Р?. 

Следовательно. 

p(R~Nf < 1/? — 

v ) Теорема будет доказана, если покажем, что при К = [ з V ^ p ] 
сумма 

'•^iijYt'tVt 
- -

Y-lY-l , р-1 
е Р 

» = 0 » 1 = 0 а=0 
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будет меньше, чем К®. Но часть суммы Т , отвечающая а—О, рввнв 
нулю, а оставшаяся часть численно меньше, чем 

Ф Г Ф У 
< - 7 = 

2 у 
2 

Vp 
\ 2У 

Решения к главе VI 

1, а. Если 9—простое нечетное и a P s l (niod^), то а по моду-
лю 9 принадлежит одному из показателей 6—1; р. При 6 = 1 имеем 

^mod д), при 6 = /7 имеем q—1=2/7*; *—целое. 
b. Если q—простое нечетное и o P + l s O ( m o d q), то a'P^l (mod?). 

Поэтому а по модулю q принадлежит одному из показателей 6 = 1 , 
2, р, 2р. Случаи д=1; р невозможны. При 6 = 2 имеем 0 ^ = I (mod q), 
a + l ^ 0 ( m o d 9 ) . При 6 = 2/7 имеем q—1=2/7*; *—целое. 

c. Простыми вида 2/7Х+1 будут, например, простые делители 
числа 2Р—1. Пусть pt, р^, . . . . —какие-либо k простых чисел 
вида 2/7*+]; число (pipa . . . Pk)P—1 имеет простой делитель вида 
2рХ+\, отличный от JE),, /72, . . . . Pjf. 

d. Если простое и + 1 О (mod то 1 (mod 17). 
Поэтому 2 по модулю q принадлежит показателю 2"-'^ и, следова-
тельно, q—1=2"+^^*; *—целое. 

2. Очевидно, а по модулю с " — I принадлежит показателю п. По-
этому п—делитель ср (о"—1). 

3, а. Пусть после А-й операции снова получается исходный ряд. 
Очевидно, k-я операция равносильна следующей в ряде 

1. 2, . . . , п—1, п, п—1, . . . , 2, 1, 2, . . . 
. . . , я—1, п, п, п—1, . . . , 2, ! , 2, . . . 

берутся числа, стоящие на 1, I - f 2 * , l - f 2 -2 * , . . . местах. Поэтому 
на 1+2® месте в исходном ряде должно стоять число 2. Следова-
тельно, укачанное в вопросе условие необходимо. Достаточность этого 
условия очевидна. 

Ь. Решение аналогично решению вопроса а. 
4. Решение сравнения хР = 1 (mod р) принадлежит показателю g 

вида -gT", где 6'—делитель 6. При этом 6' кратно d тогда и только 

тогда, когда а; = I (mod/7). Выписав все т (6) значений 6' н взяв 

/ = 1 , получим S' = 5 1 n(£{)Sd, где S'—искомое число и = 
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5, а. Здесь (§ 3; пример с. § 5) должно, быть ^gn ^ | ) = ' • 

требовапне выполняется при g = 3 . 

b. Здесь не должно быть + 1 (mod2p-J-l). Это 

требование выполняется прн указанных значениях g. 

c. Здесь не должно быть ^ 1 ) ~ ^' ' (mod4p+ I ) . Это 

требование выполняется при g = 2 . 

d. Здесь не должно быть = I (mod 2 « р + 1 ) . 

Это требование выполняется прн g = 3 . 
6, а, а ) При п, кратном р—I, теорема очевидна. Пусть п не де-

лится на р—1. Числа 1, 2, . . . , р—1, если отвлечься от порядка 
их следования, по модулю р сравиимы с числами g,2g, ..., (р~ i ) g , 
где g—первообразный корень по модулю р. Поэтому 

S n ^ g " S n { m o i p ) , Sn = 0(modp) . 
Р) Имеем 

р-1 р -1 р-1 р-1 

*=1 ' ^ Х=1 

откуда (вопрос а ) ) и получается указанный результат. 

Ь. При р > 2 имеем 1-2 ... i p - D ^ e ' - ' ' - ' ^ g ^ ^ - i (тодр). 

7, Имеем g^"*'^»" = а (mod р), indg^ а ind^ gy s ind^ a (mod p— I ) , 
ind^, a^a, md^ a (mod p— 1). 

8, a ) Имеем 
m - l m - l m - l ^^^axly^-y) 
2 2 2 -

x—D yt=0 }/=0 

Прн данных Hi w. у суммирование по x дает Xm \ т] (//) или 
нуль, в зависимости от того, будет ли H i—у или иет. Поэтому 

f5) Имеем 

где |(и)—число решений сравнения *"=s=tt(modff/), г] (у)—число 
решений сравнения j/" ̂  у (mod т ) . Здесь не превосходит К 
(вопрос 11, гл. IV) , а сумма всех значений равна <р(пг). Поэтому 
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Аналогично находим 

V 

Следовательно (вопрос а ) ) , 

VКч> ('") Кч> (т) т=К УЪ. 

Y) Сравнение ж" = 1 (mod т) равносильно снстеме 

ж» = 1 (mod 2 " ) . ж» ^ 1 (mod p f •), . . . . ж" ̂  1 (mod р Н у 

Пусть y ( * ) н То (*)—индексы числа ж по модулю 2 " (g, § 6), срав-
нение ж " ^ ! (mod 2 " ) равносильно системе пу (ж)=0 (mod с), пуо ( ж ) = 
S О (mod Со). Первое сравнение этой системы имеет ие более 2 реше-
ний, второе—не более п решений. Поэтому сравнение ж " = 1 (mod 2 " ) 
имеет не более 2п решений. Согласно Ь, § 5 каждое из сравнений 
ж^эг 1 (modp fO . * " = l ( m o d p " f t J имеет не более п решений. 

Следовательно, К < Отсюда при постоянном п будем иметь 
(вопрос 11, с, гл. 11) 

Inn 

/ f < 2 ( T ( / n ) ) ' " 2 = 0 (m®) . 
О, а. Имеем 

oj^^i-bxy 

p-ip-l p-i ^^ 4V^u+bxV 

P (I=:0D=0 * = I 

где ! ] ) ( « , t;)—число решений системы 

уп—уп^и (mod р), yi—y=v (mod p), 
когда Hi к у независимо друг от друга пробегают значения I , . . . 
. . . . р—1 . Поэтому 

^ t;))®, v = 
(1=0 D = 0 « = 0 о = 0 

Нетрудно видеть, что •ф(0, 0 ) = р — 1 , i j ) ( « , 0) = 0 при « > 0 и 
•ф(«, v X 2 n i при t; > О. Поэтому 

и < ( р - 1 ) 2 4 . 2 р ( р - 1 ) П 1 < З р ( р - 1 ) П 1 . 

Кроме того, находим V < р^ (р—1). Следовательно, 

3 
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b. Имеем 

х~М *=1 г=М Р 6=0 

Часть правой части, отвечающая 6 = 0, численно < п У р (вопр. 8). 
А оставшаяся часть численно не превосходит 

, ± J. , Р -1 

I " ' " ' 2 
6 = 1 

3 

< -J "iP ^ >п р. 

с. Имеем 

г=М 

М . + О о - 1 зя , - . " * " A f + Q - I , Р - 1 „ „ ^ ( ^ " - г ) 

*=Л1о г=М 6=0 

QoQ Часть правой части, отвечающая 6 = 0, равна i f i — . А оставшаяся 
Р 

часть численно меньше 
3 

- n i p ^ I n p ^ 
6=1 

<±П1р\Ыр)К 
г=М 

Решения к главе V I I 

I , а ) Определив при (ж. р) = 1 число х' сравнением деде' в 1 (mod р), 
находим 

Р -1 Р-1 

ДГ=1 *=1 
Р) Имеем 

р-1Q-l Q-1  

= S 2 S 
x=0Z|=0 г=0 

При z i = z суммирование по ж дает р — I . При Zi, не равном z, сум-
мирование по ж (вопрос а) дает—1. Поэтому 

S = Q ( p - l ) - Q ( Q - l ) = ( p - Q ) Q. 

2, a ) Имеем 

t=i *=i 

P - l P - l P - I 

/ = I * = 1 <=2 
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Р) При (а, р) = р теорема тривиальна. При (а, р) = 1 имеем 

х=1 

Y) Очевидно, Л и В—целые, причем = Находим 
вопрос Р)) 

I ' - ЯШ 

' ' г, = 1 г = 1*=0 

При Z i+2 , не равдом нулю, суммирование по ж дает нуль. Поэтому 

Ь) Имеем 

2 ] е " = v 2 2 « " « " • 
xs х=1г=0 

Часть правой части, отвечающая г = 0 , равна —v . А оставшаяся 
часть численно меньше ( 1 — v ) У^ р (вопрос а)). 

3, а ) При (2, р ) = 1 сравнение * " s z ( n ] o d p ) возможно лишь 
в случае, когда md г делится на 6, причем тогда это сравнение имеет 6 
решений. Следовательно, 

г, 
где пробегает числа приведенной системы вычетов по модулю р 
с условием ind2e = 0(niod6). Поэтому 

Р) Полагая 

имеем 
flX" 

е Р ==е 

При (и, р) = 1 суммирование по дает нуль. Поэтому ( * = р г ) 

2я<ор-'+»2» , 
So. ® = Р 

г=0 
Y) Полагая 

(п, p-s) = p<'. * = « . = 0 , . . . . ps -o - i — I . 
0=^=0 p e + l - 1 , 
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находим 
ал" _ J 

g Р^ ^ g 2 n u H u " p - ^ + n u " - ' p V) 

Прн (и, р) = 1 суммирование по v дает нуль. Поэтому ( х = р г ) 

p^-'-l 2m 

2 = 0 

6) Пусть . . .р^к—каноническое разложение числа т. Полагая 

и определяя . . . , а д из условия а = М ^ а ^ ^ - . . . ( m o d m ) , 
имеем (вопросы 12, d и 9, а, гл. П1) 

Т —т т 

Но при 5 = 1 имеем 
_ 

При 1 < s < n . (п, р ) = р имеем 

При 1 < s < n , (п, р ) = 1 имеем 

наконец, случайs> л , ввиду|Г„ p s - n l = l T g pt-n\ 

сводится к случаю О < s < n . Следовательно, при некотором С, за-
висящем только от я, будем иметь 

4, а ) Имеем 
AI + Q-l р-1 M + Q-l р-1 

х=М г=М о = 0 

Часть правой части, отвечающая а=0, равна нулю. А оставшаяся 

часть численно не превосходит |^р (1пр—1) . 
Р) Имеем 

M+Q-I п-1 а(Ш X-S) 

х=М а=0 

Часть правой части, отвечающая а = 0 , равна . А оставшаяся часть 

численно меньше У^'р 1п р. 
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Y) Теорема будет доказана, если при К = [ 4 « V^p] будет показано, 
что сумма 

Р _ 1 У - 1 У _ 1 р - 1 „ акх-м-у-у,) 

^ 
*=! у=0у, = 0 '^0=0 

будет меньше, чем vV. Но часть суммы Т, отвечающая в = 0 , равна 
нулю. А оставшаяся часть численно меньше, чем 

da 

6) Взяв f(x) = l и заставляя дг пробегать значения * = i n d A l , . . . 
ind(Al + Q—1), получим (вопрос 17, а, гл. I I ) 

d\p-l 
1 

здесь S'—число значений * с условием (х, р—1) = 1, поэтому S' = H. 
Далее, S<(—число значений х, кратных d. Поэтому 

Я = ^ |0rf|< I, 10i|=o. 
d\p-i 

e) Имеем 

M + Q - \ M. + O . - l p - 2 „ „ ; a (*-г) 

x=M z=Mi a=0 
Часть правой части, отиечающая а = 0, равна ^ ^. А оставшаяся 

часть численно меньше 

, Р - 2 

в=1 r=M, 

Р - 1 

tj) Допустим, что невычетов, не превосходящих Л, нет. Число 
невычетов степени п средн чисел 

1 <2; 
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МОЖНО оценить двумя способами: исходя из формулы вопроса Р) и 
исходя из того, что невычетами могут быть лишь числа^ делящиеся 
иа простые, большие А. Получим 

4 l n p + 2 l n l n p 
1 - — < In , 

п 1 1пр+2 In In р 

1 + 4 
О < In 

In In р 

In р 

1-1-2С 
In In p 
Inp 

Невозможность последнего неравенства при всех достаточно больших p 
и доказывает теорему. 

5. Имеем 

^ 1 2ni 

где и и i; пробегают приведенные системы вычетов по модулю т . 
Отсюда 

т-\ т - 1 аху 

х=0 у = 0 v W = х (и ) . Р ( «/ )= S X ( f ) . = * (mod m) и" = у (mod in) 

где имеем (вопрос 8, а), гл. VI и вопрос И , гл. IV) 

* = 0 J f=0 
Поэтому 

6, а ) Пусть р—1 —каноническое разложение 

числа р—1; PJ=2 . Пусть s ,̂ s ,̂ Sj. «а* пробегают значе-
ния, подчиненные условиям: 

«1 = 0, Sj==l, если ai = l . 

Si = О (mod 2), 

si = I (mod 2), 0 < s i < 2 « ' Г 
если a , > I, 

.... 

0 < s ; < p > 
, если r> 1. 
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Пусть М у = { р — и г и г ' пробегают значения 

г = Alis, + AlaSa + . -. + MftS^, 

е' = . . . +MkS'^. 

Легко видеть, что г пробегает 

значений, а г ' пробегает 

значений, причем 

Теперь рассмотрим сумму 

- 2 Л 

2п/ 
Yz „и-o g " g' 

/ z z' 

где g—какой-либо первообразный корень по модулю р и < пробегает 
приведенную систему вычетов по модулю р. Очевидно, имеем 

W^uvS. 
С другой стороны, находим 

Р - ' Р - ' 2„£ ^ 

* = 0 ff=0 
где К * ) — ч и с л о решений сравнения а г](!/)—число 
решений сравнения g '^ ' ss {/(modp). Очевидно, Х = и, K = t ) (вопрос 
8, а) , гл. VI). Поэтому 

yuv if p~ I 

P) Имеем 

g г=М a=0 

Часть правой части этого равенства, отвечающая а'—О, равна 
Ф(Р—1)<г . Оставшая часть численно не превосходит 

9 Ф ( Р - П I у i: 
z=Al 

е р 

Поэтому 



ОТВЕТЫ К ЧИСЛЕННЫМ ПРИМЕРАМ 

Ответы к главе 1 

1, а. 17. Ь. 23. 
^ « IS с» 19, е 2. а. а ) р ) а = ^ + й Т 2 0 . 

. » S W о, 1002, е 
"59 ' 739 ^739-1000' 

3. Всего получим 22 дроби. 
5, а. 2в-3®-11з. Ь. 23.33.5^-73-112.17-23-37. 

Ответы к главе I I 

1. а. 1312. 
Ь. 13»-17'-198-235-294-ЗИ.373.413.432.472Х 

Х53-2-5аг.615>.67.71.73-79-83.89.97.101-103.107.109.ПЗ. 
2. а. т (5000) = 36; S (5600) = 15 624. 

Ь. т{116 424) = 96; 5(116 424) = 410 400. 
3. Сумма всех значений равна 1. 
4. а ) 1152; р) 466 400. 
5. Сумма всех значений равна 774. 

Ответы к главе i l l 

1, а. 70. Ь. Делится. 
2, а. 33-5=-IF.2999. b. 7.13.37.73 101 137.17-19-257. 

Ответы к главе IV 

1, а. (mod 337). b. * = 200, 751; 1302; 1853; 2404(mod2755). 
2, b. 1630 (mod 2413). 
3, * = 94 + l l U ; i/=39 + 47/, где / — любое число. 
4, а. 1706,+ 52b2(mod 221); 

ж ^ 131 (mod 221); 110(mod 221); ж ^ 8 9 (mod 221). 
b. ж ^ П 1516i+1180062+1687568(mod39825). 

5, a. ж = 91 (mod 120). b. x = 8479(mod 15015). 
6, ж^100 (mod 143); 111 (mod 143). 
7, a. 3x4 + 2A:3+3*2 + 2x = 0(mod5). 

b. 5 * e + x 5 ^ 5 x ' + 3 * 2 - f 3 x + 4 = 0(mod7). 
8, жв^4*®+ 22x4+ 76*3-I-70*2-1-52*+39=0 (mod jq i ) . 
9, a. ж = 1 6 (mod 27). b. x = 2 2 ; 53 (mod 64). 
10, a. * ^ 1 1 3 ( m o d l 2 5 ) . 

b. * = 43, 123, 168, 248, 293, -373, 418, 498, 543, 623 (mod 625). 
11, a. ж = 2 . 5, 11, 17, 20, 26 (mod 30). 

b. ж ^ 7 6 . 22, 176, 122 (mod 225). 
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2, а. 
3, а. 
4, а. 

Ь. 

5, а. 
6, а. 

ОТВЕТЫ к ЧИСЛЕННЫМ ПРИМЕРАМ 

Ответы к главе V 

1, 2, 3. 4, 6, 8. 9. 12, 13. 16, 18. 
2, 5, 6, 8, 13. 14, 15. 17, 18, 19. 20. 22, 23, 24, 29, 31, 32, 35. 
а ) 0; Р) 2. Ь. а ) О; В) 2. 
а) 0; Р) 2. Ь. а ) 0; Р) 2. 
а ) ± 9(mod 19); Р) * = ± 11 (mcd 29); 
Y) 14 (mod97). 
а ) х = ± 66(n]od311), Р) ж = ± 130(mod277); 
Y) ж = ± 94 (mod 353). 
л = ± 72 (mod 125). b. * = ± 127 (mod 243). 

19. 45. 51 (mod 64). b. * ^ 4 1 , 8 7 . 169, 215 (mod 256). 

Ответы к главе VI 

1, а. 6. Ь. 18. 
2, а. 3. 3, 3. Ь. 5, 5, 5 с. 7. 
5, а. а ) 0; Р) 1; у) 3. Ь. а ) О, Р) 1; y ) Ю. 
6, а. а ) ж = 40; 27 (mod 67); Р) ж ̂ 3 3 (mod 67); 

у) ж = 8, 36. 28. 59, 31, 39 (mod 67). 
b. а ) * = 1 7 ( m o d 7 3 ) . р) х=е50, 12, 35, 23. 61. 38(mod73), 

V) ж = 3, 24, 46 (mod 73). 
7, а. а ) 0; Р) 4. Ь. а ) О; Р) 7. 
8, а. а ) I, 4, 5, 6, 7. 9, 11, 16, 17; Р) 1, 7, 8. 11, 12. 18. 

Ь. а ) 1, 6. 8, 10, 11, 14, 23, 26, 27, 29, 31. 36; 
Р) 1, 7. 9. 10, 12, 16. 26, 33. 34. 

9, а. а ) 7, 37; Р) 3. 5, 12, 18, 19. 20, 26, 28. 29. 30. 33. 34. 
Ь. а ) 3. 27, 41, 52; 

Р) 2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 54 , 55, 59. 

«О, а ) 

е) 

X) 

N 1 Р ) 3 Y) 
N 1 3 7 9 

У 0 V 0 1 У 0 0 0 0 

То 0 1 3 2 

6) 
N 1 5 7 11 

У 0 0 1 1 

У1 0 1 0 1 

N 1 2 4 7 8 11 13 14 

VI 0 1 0 0 1 1 0 I 

Та 0 1 2 1 3 0 3 2 

N 1 3 5 7 9 11 13 15 

У 0 1 0 I 0 1 0 1 

То 0 3 1 2 2 1 3 0 

N 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 16 17 18 19 21 22 23 24 

Т1 0 1 7 2 8 5 3 14 16 9 19 6 4 13 15 18 12 17 11 10 



i . a ) 

V) 

fi) 

e ) 

ОТВЕТЫ К ЧИСЛЕННЫМ ПРИМЕРАМ 

Ответы к главе V I I 
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N 0 1 

X 0 ) 

Р ) 
Л' 0 1 2 3 

X 0 1 0 Яс 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 

X 0 1 0 Rc 0 Rc 0 Rc 
1 1 

с = 2. 

с = 2 , Со = 2. 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

X 0 1 0 0 0 0 Rc 0 1 
1 1 1 

1 

10 п 12 13 14 15 16 17 18 19 

0 R с 0 i 0 0 0 1 0 Rc 
1 

1 J 

N 20 21 22 23 24 25 26 27 2i 29 

X 0 Rc 
Rc, 

1 

0 Rc 
1 

0 0 0 Rc 

Rc, 

0 Rc 

< 
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 

0 Rc 
1 

1 

0 1 
1 

0 0 0 Rc 0 Rc 
1 

с = 2, Со = 2, Ci = 4. 



ТАБЛИЦЫ ИНДЕКСОВ 

Р = 3 , / 7 - 1 = 2 , G = 2 

N 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 1 

" 1 ° 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

«1 0 1 3 2 

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 I 1 

= 2 ^ i 

2 

2 

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 j l 2 4 3 

р = 7, Р — 1 = 2 3 , 

N 1 0 1 2 3 4 7 8 9 

«1 0 2 1 4 5 3 

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1 3 2 6 4 5 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 1 8 2 4 9 7 3 6 
1 5 

I О 

10 



ТАБЛИЦЫ ИНДЕКСОВ 

р = п . / 7 - 1 = 2 2 . 3 , g=2 

169 

N 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1 0 1 4 2 9 5 11 3 8 0 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5 
1 10 7 6 I 10 7 

Р- 17, Р -- 1 : = 2̂  , fi-= 3 

N 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
) 

9 

0 1 0 14 1 12 5 15 И 10 2 0 1 3 9 10 13 5 15 И 16 14 
1 3 7 13 4 9 6 8 7 4 12 2 6 

Я = = 19. f 1 = = 2.38, g- = 2 

л, 
° 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 1 13 2 16 14 6 3 8 0 1 f 1 2 4 8 16 13 7 14 9 18 
1 17 12 15 5 7 11 4 10 9 1 17 15 11 3 6 12 5 10 

18 

-.23. Р — 1 = .2.11, е- = 5 

л- 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 '1 1 « 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 2 16 4 I 18 19 6 10 0 1 5 2 10 4 20 8 17 16 11 
1 3 9 20 14 21 17 8 7 12 15 1 9 22 18 21 13 19 3 15 6 7 
2 6 13 11 2 12 14 

Р = = 29, Р = 22.7, е- = 2 

И 1 " 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 1 5 2 22 6 12 3 10 0 1 2 4 8 16 3 6 12 24 19 
1 23 25 7 18 13 27 4 21 11 9 1 9 18 7 14 28 27 25 21 13 26 
2 24 17 26 20 8 16 19 15 14 2 23 17 5 10 20 11 22 15 



170 ТАБЛИЦЫ ИНДЕКСОВ 170 

P — Z\, /; — 1 = 2 - 3 - 5 , g - = 3 

N 

18 
122 

13 

p = Z7, уу—1 = 

N О 

0 
1 24 

1 
28 1 

26 2 
133 

р = / 7 - 1 = 

yv О 

0 

1 8 
12 22 
2537 

139 38 
3316 

30 
9 
7 
6 

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1 3 9 27 19 26 16 17 20 29 
1 25 13 8 24 10 30 28 22 4 12 
2 5 15 14 11 2 6 18 23 7 21 

= 223", Ы- : 2 

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1 2 4 8 16 32 27 17 34 31 
1 25 13 26 15 30 23 9 18 36 35 
2 33 29 21 5 10 20 3 6 12 24 
3 11 22 7 14 28 19 

= 23. 5, = 6 

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1 6 36 11 25 27 39 29 10 19 
1 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34 
2 40 35 5 30 16 14 2 12 31 22 
3 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7 

/7 = 43. у у - 1 = 2 . 3 - 7 , fi-=3 

N 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 27 1 12 25 28 35 39 2 0 1 3 9 27 38 28 41 37 25 32 
1 10 30 13 32 20 26 24 38 29 19 1 10 30 4 12 36 22 23 26 35 19 
2 37 36 15 16 40 8 17 3 5 41 2 14 42 40 34 16 5 15 2 6 18 
3 11 34 9 31 23 18 14 7 4 33 3 11 33 13 39 31 7 21 20 17 8 N Г 6 21 4 24 29 



ТАБЛИЦЫ ИНДЕКСОВ 

/> = 47, / ; - 1 = 2 - 2 3 , 5 

171 

N 0 1 2 3 4 5 e j ? 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 18 20 36 1 3832 8 40 0 1 5 25 3! 14 23 21 П 8 40 
1 19 7 10 11 4 21 26 16 12 45 1 12 13 18 43 27 41 17 38 2 10 
2 37 6 25 5 28 2 29 14 22 35 2 3 15 28 46 42 22 16 33 24 26 
3 39 3 44 27 34 33 30 42 17 31 3 36 39 7 35 34 29 4 20 6 30 
4 6 15 24 13 43 41 23 4 9 45 37 44 32 19 

N 

1 17 
24 

22 

39 
2311 

2 
15 
204: 

/ Я О 

32 1 
14 

1 
28 

2652 49 45 

р—59, уу— 1 = 2 29, g—2 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 1 50 2 6 51 18 3 42 0 
1 ' 

2 4 8 16 32 5 10 20 40 

1 7 25 52 45 19 56 4 40 43 38 1 
г ' 

42 25 50 41 23 46 33 7 14 

2 8 10 26 15 53 12 46 34 20 28 2 p s 56 53 47 35 11 22 44 29 58 

3 57 49 5 17 41 24 44 55 39 37 3 |57 55 51 43 27 54 49 39 19 38 

4 14 11 33 27 48 16 23 54 36 4 |l7 34 9 18 36 13 26 52 45 31 

5 13 32 47 22 35 31 21 30 29 5 1 ̂  6 12 24 48 37 15 30 
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р = Ъ\, / » — 1 = 2 2 - 3 . 5 , g—2 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 1 6 2 22 7 49 3 12 0 1 2 4 8 16 32 3 6 12 24 
1 23 15 8 40 50 28 4 47 13 26 1 48 35 9 18 36 11 22 44 27 54 
2 24 55 16 57 о 44 41 18 51 35 2 47 33 5 10 20 40 19 38 15 30 
3 29 59 5 21 48 11 14 39 27 46 3 60 59 57 53 45 29 58 55 49 37 
4 25 54 56 43 17 34 58 20 10 38 4 13 26 52 43 25 50 39 17 34 7 
5 45 53 42 33 19 37 52 32 36 31 5 14 28 56 51 41 21 42 23 46 31 
6 30 

Р = 67, » Р- - 1 1 = 2.3. 11, е = 2 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1 39 2 15 40 23 3 12 0 1 2 4 8 16 32 64 61 55 43 
1 16 59 41 19 24 54 4 64 13 10 1 19 38 9 18 36 5 10 20 40 13 

17 62 60 28 42 30 20 51 25 44 2 26 52 37 7 14 28 56 45 23 46 
3 55 47 5 32 65 38 14 22 11 58 3 25 50 33 66 65 63 59 51 35 3 
4 18 53 63 9 61 27 29 50 43 46 4 6 12 24 48 29 58 49 31 62 57 
s 31 37 21 57 52 8 26 49 45 36 5 47 27 54 41 15 30 60 53 39 11 
6 56 

1 
7 48 35 6 34 33 6 22 44 21 42 17 34 

р = П, / 7 - 1 = 2 . 5 . 7 , g = l 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 6 26 12 28 32 1 18 52 0 1 7 49 59 58 51 2 14 27 47 
1 34 31 38 39 7 54 24 49 58 16 1 45 31 4 28 54 23 19 62 8 56 
2 40 27 37 15 44 56 45 8 13 68 2 37 46 38 53 16 41 3 21 5 35 
3 60 11 30 57 55 29 64 20 22 65 3 32 11 6 42 10 70 64 22 12 13 

46 25 33 48 43 10 21 9 50 2 4 20 69 57 44 24 26 40 67 43 17 
5 62 5 51 23 14 59 19 42 4 3 5 48 52 9 63 15 34 25 33 18 55 
6 66 69 17 53 36 67 63 47 61 41 6 30 68 50 66 36 39 60 65 29 61 
7 35 



ТАБЛИЦЫ ИНДЕКСОВ 

/? = 73, / 7 - 1 = 2 3 32, g z=5 

173 

1» 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 8 6 16 1 14 33 24 12 0 > 5 25 52 41 59 3 15 2 10 
1 9 55 22 59 41 7 32 21 20 62 1 50 31 9 45 6 30 4 20 27 62 
2 17 39 63 46 30 2 67 18 49 35 2 18 17 12 60 8 40 54 51 36 34 
3 15 11 40 61 29 34 28 64 70 65 3 24 47 16 7 35 29 72 68 48 21 
4 25 4 47 51 71 13 54 31 38 66 4 32 14 70 58 71 63 23 42 64 28 
5 10 27 3 53 26 56 57 68 43 5 5 67 43 69 53 46 11 55 56 61 13 
6 23 58 19 45 48 60 69 50 37 52 6 65 33 19 22 37 39 49 26 57 66 
7 42 44 36 7 38 44 

Р = 79, > Р- 2.3- 13, sr-= 3 

yv 0 1 2 3 4 5 b 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 4 1 8 62 5 53 12 2 0 1 3 9 27 2 6 18 54 4 12 
1 66 68 9 34 57 63 16 21 6 32 1 36 29 8 24 72 58 16 48 65 37 
2 70 54 72 26 13 46 38 3 61 11 2 32 17 51 74 64 34 23 69 49 68 
3 67 56 20 69 25 37 10 19 36 35 3 46 59 19 57 13 39 38 35 26 78 
4 74 75 58 49 76 64 30 59 17 28 4 76 70 52 77 73 61 25 75 67 43 
5 50 22 42 77 7 52 65 33 15 31 5 50 71 55 7 21 63 31 14 42 47 
6 71 45 60 55 24 18 73 48 29 27 6 62 28 5 15 45 56 10 30 11 33 
7 41 51 14 44 23 47 40 43 39 7 20 60 22 66 40 41 44 53 

р = 8 3 , > - 1 = 2 . 4 1 , g = 2 

^ 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 1 72 2 27 73 8 3 62 0 1 2 4 8 16 32 64 45 7 14 
1 28 24 74 77 р 17 4 56 63 47 1 28 56 29 58 33 66 49 15 30 60 
2 29 80 25 60 75 54 78 52 1С 12 2 37 74 65 47 11 22 44 5 10 20 
3 18 38 5 14 57 35 64 20 48 67 3 40 80 77 71 59 35 70 57 31 62 
4 30 40 81 71 26 7 61 23 76 16 4 41 82 81 79 75 67 51 19 38 76 
5 55 46 79 59 53 51 11 37 13 34 5 69 55 27 54 25 50 17 34 68 53 
6 19 66 39 70 6 22 15 45 58 50 6 23 46 9 18 36 72 61 39 78 73 
7 36 33 65 69 21 44 49 32 68 43 7 63 43 3 6 12 24 48 13 26 52 
8 31 42 41 8 21 42 



174 ТАБЛИиЫ ИНДЕКСОВ 

/> = 89, /7—1=2311, g - = 3 

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 16 1 32 70 17 81 48 2 0 , 3 9 27 81 65 17 51 64 14 

1 86 84 33 23 9 71 64 6 18 35 1 42 37 22 66 20 60 2 6 18 54 

2 14 82 12 57 49 52 39 3 25 59 2 73 41 34 13 39 28 84 74 44 43 

3 87 31 80 85 22 63 34 И 51 24 3 40 31 4 12 36 19 57 82 68 26 

4 30 21 10 29 28 72 73 54 65 74 4 78 56 79 59 88 86 80 62 8 24 

5 68 7 55 78 19 66 41 36 75 43 5 72 38 25 75 47 52 67 23 69 29 

6 15 69 47 83 8 5 13 56 38 58 6 87 83 71 35 16 48 55 76 50 61 

7 79 62 50 20 27 53 67 77 40 42 7 5 15 45 46 49 58 85 77 53 70 

8 46 4 37 61 26 76 45 60 44 8 32 7 21 63 11 33 10 30 

' р = 97. Р 1 = е= :5 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 0 34 70 68 1 8 31 6 44 0 1 5 25 28 43 21 8 40 6 30 

1 35 86 42 25 65 71 40 89 78 81 1 53 71 64 29 48 46 36 83 27 38 

2 69 5 24 77 76 2 59 18 3 13 93 77 94 82 22 13 65 34 73 74 

46 74 60 27 32 16 91 19 95 3 79 7 35 78 2 10 50 56 86 42 

4 7 85 39 4 58 45 15 84 14 62 16 80 12 60 9 45 31 58 96 92 

5 36 63 93 10 52 87 37 55 47 67 5 72 69 54 76 89 57 91 67 44 26 

6 43 64 80 75 12 26 94 57 61 51 6 33 68 49 51 61 14 70 59 4 20 

7 66 И 50 28 29 72 53 21 33 30 7 3 15 75 84 32 63 24 23 18 90 

8 41 88 23 17 73 90 38 83 92 54 8 62 19 95 87 47 41 И 55 81 17 

9 79 66 49 20 22 82 48 9 85 37 88 52 66 39 



ТАБЛИЦА ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ<4070 
И ИХ НАИМЕНЬШИХ ПЕРВООБРАЗНЫХ КОРНЕЙ 

« 1 8 р « 1 П 1 " Ч! 1 " е р £ 

2 1 179 2 419 2 661 2 947 2 1229 2 1523 2 
3 2 181 2 421 2 673 5 953 3 1231 3 1531 2 
5 2 191 19 431 7 677 2 967 5 1237 2 1543 5 
7 3 193 5 433 5 683 5 971 6 1249 7 1549 2 

11 2 197 2 439 15 691 3 977 3 1259 2 1553 3 
13 2 199 3 443 2 701 2 983 5 1277 2 1559 19 
17 3 211 2 449 3 709 2 991 6 1279 3 1567 3 
19 2 223 3 457 13 719 11 997 7 1283 2 1571 2 
23 5 227 2 461 2 727 5 1009 11 1289 6 1579 3 
29 2 229 6 463 3 733 6 1013 3 1291 2 1583 5 
31 3 233 3 467 2 739 3 1019 2 1297 10 1597 11 
37 2 239 7 479 13 743 5 1021 10 1301 2 1601 3 
41 6 241 7 487 3 751 3 1031 14 1303 6 1607 5 
43 3 251 6 491 2 757 2 1033 5 1307 2 1609 7 
47 5 257 3 499 7 761 6 1039 3 1319 13 1613 3 
53 2 263 5 503 5 769 11 1049 3 1321 13 1619 2 
59 2 269 2 509 2 773 2 1051 7 1327 3 1621 2 
61 2 271 6 521 3 787 2 1061 2 1361 3 1627 3 
67 2 277 5 523 2 797 2 1063 3 1367 5 1637 2 
71 7 281 3 541 2 809 3 1069 6 1373 2 1657 11 
73 5 283 3 547 2 811 3 1087 3 1381 2 1663 3 
79 293 2 557 2 821 2 1091 2 1399 13 1667 2 
83 307 5 563 2 823 3 1093 5 1409 3 1669 2 
89 3 311 17 569 3 827 2 1097 3 1423 3 1693 2 
97 5 313 10 571 3 829 2 1103 5 1427 2 1697 3 

101 2 317 2 577 5 839 11 1109 2 1429 6 1699 3 
103 5 331 3 587 2 853 2 1117 2 1433 3 1709 3 
107 2 337 10 593 3 857 3 1123 2 1439 7 1721 3 
109 6 347 2 599 7 859 2 1129 11 1447 3 1723 3 
ИЗ 3 349 2 601 7 863 5 1151 17 1451 2 1733 2 
127 3 353 3 607 3 877 2 1153 5 1453 2 1741 2 
131 2 359 7 613 2 881 3 1163 5 1459 5 1747 2 
137 3 367 6 617 3 883 2 1171 2 1471 6 1753 7 
139 2 373 2 619 2 887 5 1181 7 1481 3 1759 6 
149 2 379 2 631 3 907 2 1187 2 1483 2 1777 5 
151 6 383 5 641 3 911 17 1193 3 1487 5 1783 10 
157 5 389 2 643 11 919 7 1201 11 1489 14 1787 2 
163 2 397 5 647 5 929 3 1213 2 1493 2 1789 6 
167 5 401 3 653 2 937 1217 3 1499 2 1801 П 
173 2 409 21 659 2 941 2 1223 5 1511 И 1811 6 



176 ТАБЛИЦА ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 

Продолжение 

р е р В р е р е р '1 1- е 

1823 е 2131 2 2437 . 2749 6 3083 3433 5 3733 2 
1831 3 2137 10 2441 6 2753 3 3089 3 3449 3 373Э 7 
1847 5 2141 2 2447 5 2767 3109 6 3457 7 3761 3 
1861 2 2143 3 2459 2 2777 3 3119 7 3461 2 3767 5 
1867 2 2153 3 2467 2 2789 2 3121 7 3463 3 3769 7 

1871 14 2161 23 2473 5 2791 6 3137 3 3467 2 3779 2 
1873 10 2179 7 2477 2 2797 2 3163 3 3469 2 3793 5 
1877 2 2203 5 2503 3 2801 3 3167 5 3491 2 3797 2 
1879 6 2207 5 2521 17 2803 2 3169 7 3499 2 3803 2 
1889 3 2213 2 2531 г 2819 2 3181 7 3511 7 3821 3 

1901 2 2221 2 2539 2 28ЯЯ 5 3187 2 3517 2 3823 3 
1907 2 2237 2 2543 5 2837 2 3191 11 3527 5 3833 3 
1913 3 2239 3 2549 2 2843 2 3203 2 3529 17 3847 5 
1931 2 2243 2 2551 6 2851 2 3209 3 3533 2 3851 2 
1933 5 2251 7 2557 2 2857 11 3217 5 3539 2 3853 2 

1949 2 2267 2 2579 2 2861 2 3221 10 3541 7 3863 5 
1951 3 2269 2 2591 7 2879 7 3229 6 3547 2 3877 2 
1973 2 2273 3 2593 7 2887 5 3251 6 3557 2 3881 13 
1979 2 2281 7 2609 3 2897 3 3253 2 3559 3 3889 П 
1987 2 2287 19 2617 5 2903 5 3257 3 3571 2 3907 2 

1993 5 2293 2 2621 2 2909 2 3259 3 3581 2 3911 13 
1997 2 2297 5 2633 3 2917 5 3271 3 3583 3 3917 2 
1999 3 2309 2 2647 3 2927 5 3299 2 3593 3 3919 3 
2003 5 2311 3 2657 3 2939 2 3301 6 3607 5 3923 2 
2011 3 2333 2 2659 2 2953 13 3307 2 3613 2 3929 3 

2017 5 2339 2 2663 5 2957 2 3313 10 3617 3 3931 2 
2027 2 12341 7 2671 7 2963 2 3319 6 3623 5 3943 3 
2029 2 12347 3 2677 2 2969 3 3323 2 3631 15 3947 2 
2039 7 2351 13 2683 2 2971 10 3329 3 3637 2 3967 6 
2053 2 2357 2 2687 5 2999 17 3331 3 3643 2 3989 2 

2063 5 2371 2 2689 19 3001 14 3343 3659 2 4001 3 
2069 2 2377 5 2693 2 ЗОН 2 3347 2 3671 13 4003 2 
2081 3 2381 3 2699 2 3019 2 3359 11 3673 5 4007 5 
2083 2 2383 5 2707 2 3023 5 3361 22 3677 2 4013 2 
2087 5 2389 2 2711 7 3037 2 3371 2 3691 2 4019 2 

2089 7 2303 3 2713 5 3041 3 3373 5 3697 5 4021 9 

2099 2 2399 11 2719 3 3049 11 3389 3 3701 2 4027 3 
2111 7 2411 6 2729 3 3061 6 3391 3 3709 2 4049 3 
2II3 5j 2417 3 2731 3 3067 2 3407 5 3719 7 4051 6 
2129 31 2423 5 2741 2 3079 6 3413 2 3727 3 4057 5 
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Иван Матвеевич ВИНОГРАДОВ 
(1891-1983) — профессор, академик 
А Н СССР по Отделению физико-
математических наук (математика), 
почетный член Лондонского Королев-
ского обничтва. Национальной ака-
демии деи Линчен в Риме, член-кор-
респондент Парижской академии 
наук и других научных обн(еств мира. 

Работал в Пермском университе-
те, в Ленинградском государственном 
университете и Ленинградском поли-
техническом институте, был дирек-
тором Математического института 
А Н СССР им. В. А. Стеклова и во.5-
главлял в нем отдел теории чисел. 
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